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ÉNONCÉS DES PROPOSITIONS 



DE 



OÉOMÉTRIB ÉLÉMENTAIRE 

DONT 

L'APPLICATIOH 8S PBASEHTS LE PLUS SOUVIHT. 



I. Une droite est dans an plan quand elle y a deax de ses points. 
If. Qaand une droite et an point sont dans nn plan, la parallèle à cette 

droite, menée par ce point, est aussi dans ce plan. 
JU. Un plan est déterminé : 

a. Par deux droites qui se coupent ; 

b. » parallèles entre elles ; 

c. Par nn point et une droite ; 

d. Par trois points non en ligne droite; 

e. Lorsqu'il doit passer par une droite et être parallèle à un autre ; 
/. Lorsqu'il doit passer par un point et être parallèle à deux droites 

non parallèles entre elles; 
g. Lorsqu'il doit passer par un point et être perpendiculaire k 

une droite ; 
h. Lorsqu'il doit passer par un point et être parallèle à un autre 

plan; 

i. Lorsqu'il doit passer par une droite et être perpendiculaire à un 
plan qui n'est pas perpendiculaire à cette droite; 

k. Lorsqu'il doit être parallèle à un autre plan, et à une distance 
donnée d'un cêté donné de ce plan. 
lY: L'intersection de deux plans est une ligne droite. 
V. Le point où se coupent les intersections de deux plans avec un troi- 
sième appartient à l'intersection de ces deux plans. 

i 
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VL Quand deux plans se coupent : 

a. Tonte droite située dans l'un ne peut percer l'autre que sur leur 

intersection ; 

b. Toute parallèle à l*un située dans Tautre est parallèle à leur 

intersection; 

c. Leur intersection, et leurs intersections ayec un troisième se cou» 

pent en un même point, ou sont toutes les trois parallèles 
entre elles; 

d. Si par un point on leur mène des perpendiculaires, celles-ci 

sont dans un plan perpendiculaire à leur intersection; 

e. Si par les pieds des perpendiculaires menées d*un point, 

chacune à Tun d'eux, on mène les perpendiculaires à leur 
intersection, cesdemières perpendiculaires ont même pied ; 
/l Les points des plans bissecteurs de leurs angles en sont éga- 
lement distants, et réciproquement. 
YIL Une droite perpendiculaire à deux droites passant par son pied dans 

un plan est perpendiculaire à celui-ci. 
VIIL Toutes les perpendiculaires à une droite en un de ses points sont 
dans le plan perpendiculaire en ce point à cette droite. 
IX. Par un point on peut mener une perpendiculaire à un plan, mais pas 

plus. 
X«Si d*un point on mène la perpendiculaire et des obliques à ua 
plan: 

a. La perpendiculaire est moindre que toute oblique ; 

b. Deux obliques qui s'écartent également du pied delà perpendicn* 

laire sont égales entre elles et également Inclinées sur 
ce plan; 

c. Deux obliques égales ou également inclinées sur ce plan sont 

également distantes du pied de la perpendiculaire; 
i. Les pieds des obliques égales entre elles ou également incli- 
nées sur ce plan sont sur une circonférence ayant pour centre 
le pied de la perpendiculaire ; 

e. De deux obliques, celle qui s*écarte le plus du pied de la per- 

pendiculaire est la plus longue et la plus inclinée sur ce plan;. 

f. De deux obliques, la plus longue ou la plus Inclinée est celle qui 

s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire. 
XI. Si par le pied d'une perpendiculaire à un plan, on mène une perpen- 
diculaire à une droite dans ce plan, toute droite Joignant le 
pied de cette deuxième perpendiculaire à un point de la pre^ 
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mière est^anssi perpendicnlaire à cette droite iap\9aï(thiorème 
de9 trois perpendictdaires). 
XIL Si par un point on mène la perpendiculaire à un plan, et la perpen- 
diculaire à une droite quelconque dans ce plan» la droite pas- 
sant; par les pieds de ces perpendiculaires est aussi perpendi. 
culaire k la droite quelconque. 

XIII. On peut toujours mener une droite perpendiculaire à deux droites 

non situées dans un même plan, mais pas plus. 

XIV. La distance de deux droites est la portion qu'elles comprennent 

d*une perpendiculaire commune. 
XV. La distance d*ttn point à un plan est la portion entre ce point et 

ce plan de la perpendiculaire menée de ce point à ce plan. 
XVL Quand deux droites sont parallèles entre elles, tout plan oblique, 

perpendiculaire ou parallèle à Tune, Test aussi à l'autre. 
XVIL Les perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles. 
XVIIL Toute droite parallèle à une droite située dans un plan est aussi 
parallèle à ce dernier. 
XIX. Quand une droite est parallèle à un plan : 

0. Tous ses points sont d'un même côté et à la même distance de ce 

plan; 
b. Toute perpendicu]aire.à ce plan, coupant cette droite, lui est aussi 

perpendiculaire ; 
c Toute parallèle à cette droite, menée par un point de ce plan, 
est entièrement dans celui-ci. 
XX. Toute parallèle à deux plans est parallèle à leur intersection. 
XXI. Deux plans sont parallèles entre eux : 

a. Quand ils sont perpendiculaires à une même droite ; 

b. Quand chacun d'eux contient deux droites qui se coupent paral- 

lèles à deux droites situées dans l'autre ; 

c. Quand chacun d'eux a au moins trois points non en ligne 

droite d'un même côté et à la même distance de l'autre ; 

d Quand ils interceptent des portions égales de trois droites paral- 
lèles, mais non situées dans un même plan ; 

e. Quand, avec un troisième parallèle à l'un d'eux, ils interceptent 
des portions proportionnelles de trois droites quelconques ; 

/! Quand ils sont parallèles à un troisième ; 

g. Quand ils passent par deux droites parallèles et sont perpendi- 
culaires à un autre plan. 
XXIL Quand deux plans wai parallèles entre eux : 
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a. Tons les points de Tnn sont d*an même côté et à la même 

distance de Pantre ; 

b. Tonte droite oblique, perpendiculaire on parallèle à Tnn, l*est 

aussi à l'antre; 

c. Tout plan oblique* perpendiculaire ou parallèle à l'un. Test 

aussi àTautre; 

d. Leurs intersections avec un troisième sont parallèles entre elles ; 
a. Ils forment des coins, alternes-internes, alternes-externes, cor- 
respondants, égaux avec|un troisième; 

f. Toute droite, toute figure située dans Tun est parallèle à Tautre ; 

H. Les portions qu'ils interceptent de droites parallèles entre 
elles sont*égales; 

h. Leur distance est la portion qu'ils inlerceptent d'une perpen- 
diculaire commune; 

t. Leur distance est égale à celle de leurs intersections avec un plan 
qui leur est perpendiculaire. 

XXIII. Lorsque trois pians sont parallèles, les portions de droites qu'ils in- 

terceptent sont proportionnelles à leurs distances. 

XXIV. L'angle de deux plans a pour mesure l'angle de leurs intersections 

avec un plan perpendiculaire à leur intersection. 
XXV. Deux plans sont perpendiculaires entre eux : 

a. Quand l'un d'eux passe par une perpendiculaire à l'autre ; 

b. Quand l'un d'eux est perpendiculaire à une droite située dans 

l'autre; 

c. Quand l'un d'eux est perpendiculaire à une droite parallèle à 

l'autre; 

d. Quand l'un est parallèle et l'autre perpendiculaire à un troi- 

sième; 
XXVI. Quand deux plans sont perpendiculaires entre eux : 

a. Toute perpendiculaire à l'un est parallèle à l'autre. {La réci- 

proque, en généraly est fausse.) 

b. Toute droite, perpendiculaire à leur intersection, située dans 

l'un est perpendiculaire à l'autre ; 

c. Toute perpendiculaire à l'un, menée par un point de l'autre, est 

entièrement dans celui-ci et est perpendiculaire à leur inter- 
section; 

d. Tout plan parallèle à Tun |est perpendiculaire à l'autre. {La ré- 

ciproque, en général, est fausse,) 

e. La distance d'un point à l'un est égale à la distance de sa pro- 

jection sur l'autre & leur intersection. 
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XXVII. Qaand deux plans sont perpendiculaires à un troisième, leur inter- 
section est perpendiculaire à ce troisième. 
XXVni. Tout plan perpendiculaire à deux autres est perpendiculaire à leur 

intersection. 

XXIX. Dans tout trièdre, un quelconque des angles plans est moindre 

que la somme des deux autres. 

XXX. Deux trièdres sont égaux ou symétriques : 

a. Quand ils ont leurs trois angles plans égaux chacun à chacun ; 

b. » un coin égal adjacent à deux angles plans égaux 
chacun à chacun; 

e. Quand ils ont un angle plan égal adjacent à deux coins égaux 

chacun à chacun ; 
d. Quand ils ont leurs coins égaux chacun à chacun. 
XXXI. Dans un trièdre. Tordre de grandeur des coins est le même que celui 

des angles plans opposés. 
XXXII. Dans un trièdre, les coins opposés à des angles plans égaux sont 

égaux, et réciproquement. 
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ÉLÉMENTS 



DE 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 



PREMIERE PARTIE. 



DU POINT, DE LA DROITE ET DU PLAN. 



INTRODUCTION. 

f 

fl. Le but de tout problème de géométrie pure est la construc- 
tion d'une ou de plusieurs figures {points^ lignes au surfaces), 
remplissant des conditions données, par rapport à d'autres 
figures données et déjà construites. Par exemple, dans le pro- 
blème suivant : circonscrire une circonférence à un triangle donnée 
on propose de construire une circonférence qui satisfasse à la 
condition de passer par les sommets d*un triangle donné et déjà 
construit. 

S. La résolution d*un problème comprend deux parties dis- 
tinctes : 1* la recherche des opérations à exécuter pour con- 
struire les figures demandées ; 2® Texécution de ces opérations. 

Ces deux parties correspondent : la première, à la mise en 
équation d*un problème Jalgèbre, et la seconde, à la résolution 
de ces équations. 
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Comme en algèbre, on peut y ajouter ia vérification ou syn- 
thèse, qui consiste à démontrer que les figures construites sont 
rigoureusement celles que Ton demandait, et la discussion^ par 

laquelle on recherche toutes les solutions que peut présenter ce 
problème généralisé. 

3. La méthode analytique, c'est-à-dire par laquelle on re- 
monte du fait au principe, de Finconnu au connu, est celle qui 
convient le mieux pour découvrir les opérations qu'exige la con- 
struction des figures demandées. 

Voici, d'après cette méthode, la marche que l'on doit suivre. 

4. Après avoir défini les figures demandées et déterminé les 
éléments dont éUes se composent et nécessaires à leur construction^ 
on se demande ce qui arrive quand telle ou telle condition que doi-- 
vent remplir ces figures est satisfaite. La réponse est toujours la 
conclusion Sum iMorème dont cette condifion est Vhypothèse. Ce 
théorème^ traduit géométriquement^ donne souvent les lignes au 
moyen desquelles on peut passer des figures données aux figures 
demandées. S^il rien était pas ainsi, on se demanderait ce qui arrive 
quand la conclusion du premier théorème trouvé est satisfaite. La 
réponse serait la conclusion d'un autre théorème dont la conclusion 
du premier serait Vhyiyothèse. On cohtinue ainsi^ en partant de 
chacune des conditions données, jusqu'à ce qu*on ait obtenu un syS" 
tème de lignes au moyen desquelles on puisse passer des figures 
données aux figures demandées. 

En d'autres termes : On cherche les conséquences immédiates des 
conditions données, puis les conséquences de ces conséquences et 
ainsi de suite, jusqu'à ce qu^on ait obtenu un système de lignes au 
moyens desquelles on puisse passer des figures données aux figures 
demandées. 

On trouvera cette marche à suivre bien abstraite et bien con- 
fuse. Il n'en peut être autrement, car il n'y a pas de méthode 
invariable pour résoudre un problème, et c'est ici le cas de dire : 
magis exemple prosunt quam prœcqpta. 

La sagacité de celui qui opère influe beaucoup sur la rapidité 
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et le succès de ce genre de recherches ; mais, quelle qu*elle soit, 
il est indispensable qu'il ait présent dans Tésprit le plus grand 
nombre possible de propositions de géométrie et qu'il puisse 
énoncer sur-le-champ, non-seulement (outes les conséquences 
d'une hypothèse, mais encore toutes les hypothèses conduisant à 
une même conséquence; c'est pourquoi on trouvera, an commen- 
cement de ce volume, les énoncés de quelques propositions de 
géométrie, groupés tels qu'ils devraient toujours l'être après 
avoir été démontrés. 

On aura, au reste, une idée de cette marche par l'analyse des 
deux problèmes suivants, et l'on y sera initié par la lecture atten- 
tive du présent ouvrage. 

S. Inscrire un cercle à un triangle (fig. 1). 

Un cercle inscrit à un triangle est un cercle à la circonférence 
duquel chaque côté>du triangle est tangent. Pour construire un 
cercle, il faut en connaître le centre et le rayon. Le problème 
consiste donc à déterminer ce centre et ce rayon. 

Soit abc le triangle donné ; o,le centre demandé ;p,$,r, les points 
de contact des côtés ab, bc^ ae avec la circonférence demandée ; 
joignant op^oq^ar^ on aura 

' op. perpendiculaire à a& 
oq ^ bc 

or 3 ac 

comme rayons aboutissant aux points de contact de tangentes, 
et qp=^=sor comme rayons d'un même cercle. ^ 

Le centre demandé est donc également distant des trois côtés 
du triangle et conséquemment de deux quelconques de ces 
côtés. 

Mais un point également distant de deux droites xpi se cou- 
pent est sur la bissectrice de l'angle formé par ces droites et qui 
contient ce point. 

Le centre demandé est donc le point ou se coupent les bissec- 
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trices des angles du triangle, et, par suite, pour le construire il 
faut mener les bissectrices de deux des angles du triangle. 

Le centre étant trouvé, pour déterminer le rayon : du 
centre trouvé on mène la perpendiculaire à un des côtés du 
triangle. 

6t. Inscrire une sphère à un tétraèdre donné. 

On dit qu'une sphère est iuscrite à un tétraèdre quand chaque 
face de ce solide est tangente à cette sphère. 

Pour construire une sphère, il faut en connaître le centre et le 
rayon. Le problème consiste donc à déterminer ce centre et ce 
rayon. 

Quand un plan est tangent à une sphère, le rayon aboutissant 
au contact est perpendiculaire à ce plan. 

Fig. S. Soit sabc le tétraèdre donné, o le centre demandé ; 
p^q^rjt les points de contact des faces àbç^ sab, sac, shc avec la 
sphère demandée. 

On aura : l"" op perpendiculaire à la hceabc; 

02 » > sab; 

or 3 9 sac; 

ot ^ 9 sbe; 

et 2« op=o2=or=s(rf comme rayons d'une même sphère. 

Le centre demandé est donc également distant des quatre faces 
du tétraèdre et, par suite, de deux quelconques d'entre elles. Mais 
un point également distant de deux plans est dans le plan bissec« 
teur du coin limité par ces plans et contenant ce point. Le centre 
demandé est donc le point commun aux plans bissecteurs des 
coins de ce tétraèdre. 

Pour trouver le centre demandé, il faut construire les plans 
bissecteurs des coins adjacents à une des faces du tétraèdre et con* 
struire V intersection de ces plans. 

Et pour avoir le rayon, il faut^ du centre trouvé, mener la pet'- 
pendiculaire à yme des faces du tétraèdre. 
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9. Quant aux opérations à exécuter, elles se ramènent tou- 
jours à des lignes à conslruire; car on peut ramener tous les 
problèmes de géométrie à un seul : déterminer un point satisfais 
9(mt à des conditions donnéeSj et un point est déterminé par deux 
lignes dont il peut toujours être Tintersection. Les seuls instra- 
ments que Ton emploie étant le compas et la règle, ces lignes 
doivent toujours être ramenées à des lignes droites et à des 
circonférences. 

Mais ces lignes ne peuvent être construites que sur une sur- 
face plane limitant un corps solide, et il peut arriver : 

i^ Que cette surface existe et puisse contenir, non-seulement 
les figures données et les figures demandées, mais encore les 
lignes qui les lient, comme dans le premier problème analysé. 
Le triangle donné, la circonférence demandée et les lignes à 
construire étant dans un même plan>, rien ne s'oppose, lorsque 
le triangle est construit sur une surface matérielle, à Texécation 
des opérations indiquées et, par suite, à la construction de la cir- 
conférence demandée. 

2» Que cette surface n'existe qu'idéalement et que, par consé- 
quent, les constructions ne puissent avoir lieu. 

Ainsi, dans le second problème analysé, pour mener le plan 
bissecteur d'un coin, on devrait (fig. 3) : 1<> mener nm per- 
pendiculaire à ab dans la face abc; ^ mener mp perpendi- 
culaire à a& dans la face àbs; 3"* du point m comme centre 
avec un rayon quelconque, décrire dans 'le plan pmn un arc 
pn; A"" des pointsi),» comme centres, avec un même rayon, dé- 
crire dans le même plan deux autres arcs, etc. ; mais ces der- 
nières opérations sont impossibles, puisque le plan pmn n'existe 
qu'idéalement. Il est donc impossible de construire la figure 
demandée. 

9. Il en est ainsi chaque fois que les figures données et les 
figures demandées ne sont pas dans un même plan. 

Alors la géométrie élémentaire indique bien les opérations à 
exécuter pour construire les figures demandées , mais elle ne 



fournit pas les moyens de les exécuter et elle est impuissante 
pour réaliser les figures demandées. 

O. Cependant ces problèmes sont nombreux, car ils se présen- 
tent chaque fois qu'il s*agit de modifier la forme, la grandeur et 
la position d'un corps ; comme quand on veut, par exemple, 
tirer d'un bloc donné une pierre entrant dans un édifice où 
elle doit avoir une forme, une grandeur et une position déter- 
minées. 

lO. Il est donc important de pouvoir résoudre complètement 
ces problèmes, et ce au moyen de droites et de circonférences 
tracées sur une surface plane matérielle, puisque, encore une 
fois, on n'a que la règle et le compas à sa disposition. 

On y parvient par la géomtérie descriptive. 

il. La géom&rie descriptive a donc pour but de ramener à des 
opérations graphiques exécutées sur une seule surface plane maié" 
ridle^ la résolution des problèmes que Ton peut proposer , sur la 
forme j la grandeur et la position ffun corps^ en un mot^ sur une 
portion définie d^étendue. 

fl!t. Il est évident que la forme, la grandeur et la position du 
corps sur lequel roule le problème doivent être préalablement et 
rigoureusement déterminées et représentées. On peut donc dire 
que la géométrie descriptive a pour but : 

V De représenter j au moyen de constmctions graphiques exécu- 
tées sur une seule surface plane matérielle, la forme, la grandeur 
et la position éPun corps, de manière qyiau moyen de cette représen- 
tation on puisse retrouver et réaliser cette forme, cette grandeur et 
cette position ; 

^ De déduire de cette rq^ésentation et d'exécuter sur la surface 
qui la contient la résolution de tous les problèmes que Von peut 
proposer sur la forme, la grandeur et la position représentées. 

Le dessin scientifique, comme le dessin d'architecture, le 
dessin des machines, des voies de communication, constitue une 
des branches de la géométrie descriptive. 

On donne le nom d'épuré à la représentation graphique d'un 
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corps. On le donne également à la surface matérielle sur laquelle 
on opère. 

flS. Pour représenter et déterminer un corps défini géométri- 
quement (ce sont les seuls sur lesquels on puisse opérer), il suffit 
de pouvoir représenter et déterminer un point. 

En effet, un polyèdre convexe est déterminé par ses sommets ; 
un polyèdre non convexe peut être décomposé en polyèdres 
convexes déterminés et groupés suivant un ordre 'Connu; une 
sphère est déterminée par son centre et un des points de sa 
surface ; un cylindre droit, par les centres de ses bases et un 
point de sa surface convexe ; un cône droit, par son sommet, le 
centre de sa base et un point de sa surface convexe. 



BEPRÉSENTATION DU POINT. 

14. On nomme projection d'un point sur un plan, qui porte ^7^*^ 
alors le nom de plan de projections, le pied de la perpendiculaire 
menée de ce point sur ce plan, de sorte que, quand un point est dans 

un plan, il se confond avec sa projection sur ce plan. 

15. Un point est représenté et déterminé par ses projections sur j 
deux plans qui se coupent. 

Fig. 4. Soient POR, QOR deux plans se coupant suivant OR; 
p et 9, les pieds des perpendiculaires menées d'un point a à ces 
plans. Ce point a devra se trouver sur la perpendiculaire menée 
du point p au premier plan et sur celle que Ton mènerait du 
point q au second ; ce ne peut donc être que Tinterseclion 
de ces deux perpendiculaires, donc il est déterminé : C.Q.F.D» 

Si les deux plans étaient parallèles entre eux, les deux perpen- 
diculaires se confondraient (XXII, i) et le p9int ne serait pas 
déterminé. 
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16. On suppose les plans inflexibles et inextensibles, de 
manière qu'une figure construite dans l'un d'eux conserve la 
même forme et la même grandeur, lors même que ce plan subit un 
mouvement quelconque. 

n. Fig. 5. Pour représenter et déterminer un point au moyen 
d'une seule surface plane matérielle, après l'avoir projeté sur 
deux plans qui se coupent, on suppose que l'un de ces plans 
tourne autour de leur intersection, qu'on nomme ligne de terre^ 
jusqu'à ce qu'il coïncide avec l'autre : c'est ce qu'on appelle 
rabattre ce plan. Lorsque le plan demeuré fixe se confond avec 
une surface plane matérielle, toutes les opérations se font sur 
celle-ci, ce qui justifie la définition de la géométrie descriptive. 

t8. Pendant que l'on rabat le plan mobile, chacun de ses 
points demeure dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 
Il demeure également à la même distance de cette ligne et décrit 
un arc de cercle dont le centre est le pied de cette distance, et le 
rayon, cette distance elle-même. 

Quand les deux plans coïncident, les deux projections sont dans 
un même plan, celui qui est demeuré immobile ; mais Tune de 
ces projections, celle qui a été entraînée par le plan rabattu, n'est 
plus dans sa véritable position, et si Ton voulait, au moyen de ses 
projections, retrouver le point dans l'espace, on devrait préala- 
blement ramener le plan rabattu dans sa position primitive, ou, 
comme on dit, le redresser. 11 est indispensable, conséquemment, 
que l'angle formé par les deux plans avant le rabattement de Tun 
d'eux soit connu et déterminé, ainsi que la ligne de terre. 

19. Cette convention de supposer que Ton projette les points 
sur deux plans qui se coupent, puis de rabattre l'un de ces plans 
sur l'autre et de le redresser ensuite, au besoin, est la base de 
la géométrie descriptive. Elle exige qu'au moyen d'une .sur- 
face plane sous les yeux, on voie réellement dans l'espace 
deux plans dont Tun n'existe que virtuellement et ne tourne 
dans un sens ou dans l'autre qu'en imagination, et qu'au moyen 
de points ou de lignes situées sur une surface matérielle on 
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conçoive nettement la forme, la grandenr et la position d'une 
figure dans l'espace. 

50. Cette conception permanente, cet effort incessant de 
rimagination constituent la plus grande difficulté que présente 
rétude de la géométrie descriptive. 

Afin de la diminuer, on est convenu que les plans de 
projections seraient perpendiculaires entre eux, parce qu'alors 
la position d'un point dans l'espace peut être retrouvée sans que 
Ton doive supposer redressé le plan rabattu (32). 

51. Si ces plans, que Ton nomme, pour les distinguer, plan 
horizontal (H), le fixe, et plan vertical (Y), le mobile, étaient 
limités à leur intersection, ils ne pourraient pas recevoir les 
projections de tous les points de l'espace. On les suppose donc 
prolongés de part et d'autre de la ligne de terre et alors ils parta- 
gent l'espace en quatre régions que Von désigne de la manière 
suivante (fig.6): 

Angle antérieur supérieur, celui dans lequel se trouve le spec-^ 
tateur que l'on suppose en avant du plan vertical et oM^deseus du 
pian horizontal. 

Angle postérieur supérieur ^ au delà du plan vertical et au^ 
dessus du plan horieontal. 

Angle postérieur inférieur^ au delà duplanvertical et aiU'^essous 
du plan horisfontal. 

Angle antérieur inférieur^ en deçà du plan vertical et au^ssous 
du plan horiMontal. 

SS. Fig. 6 et 7. On suppose la partie supérieure du plan ver-^ 
tical rabattue sur la partie postérieure du plan horizontal, et la 
partie inférieure du premier plan sur la partie antérieure du 
second. 

'On partage l'épure en deux parties à peu près égales, par une 
parallèle au plan de face de celui qui opère {c^est ce qu'on nomme 
une horisontale). Cette droite représente la ligne de terre. La 
partie de l'épure située au delà de cette ligne représente en 
même temps la partie supérieure du plan vertical et la partie 
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postérieure du plan horizontal, et la partie située en deçà repré- 
sente en même temps les deux autres parties des plans de pro- 
jections. 

93. Les deux espèces de projections se trouvant réparties 
parmi toute l'épure, il importe de pouvoir les distinguer, et pour 
des points isolés on ne peut le faire qu'au moyen d'une notation. 
Nous désignerons toujours un point de l'espace par une minus- 
cule romaine ou grecque, et ses projections par la même lettre 
précédée de h ou de v. Ainsi %a se lit : projection horizontale de 
^ a, et va, projection verticale de a. 

54. Fig. 5. Les perpendiculaires op, aq aux plans de projec- 
tions PUR, QOR déterminent un plan perpendiculaire à leur 
intersection. (XXV, a, XXVIII), donc un point et ses deux projec* 

-j^. fions sont dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

55. De plus, si des points p eiqon mène les perpendiculaires 
à cette ligne, ces perpendiculaires auront même pied, le point 
où cette ligne est cbupée par le plan paq^ conséquemment les 
perpendiculaires menées des projections Sun même point à la ligne 
de terre ont même pied. 

56. Si l'on rabat le plan QOR sur l'autre, qr, malgré ce mou- 
vement, demeurera perpendiculaire à OR, et lorsque le premier 
plan est rabattu, les deux droites jpr, qr sont devenues deux 
perpendiculaires dans un même plan, en un même point d'une 
droite ; elles se confondent par conséquent et il en résulte que: 
qimnd les deux plans de projections coïncident^ ou sur V épure, les 
deux projections Sun même point sorU sur une même perpendicu'- 
laire à la ligne de terre. 

Pour que deux points de l'épure soient les projections d'un 
même point, il faut donc qu'ils soient sur une perpendiculaire 
^ à la ligne de terre. 

99. Quand deux plans sont perpendiculaires entre eux, toute 
perpendiculaire à Tun est parallèle à Tautrcdonc (fig. 8,) a.va est 
parallèle à H et a.ha parallèle à V. 

Mais quand une droite est parallèle à un plan, tous ses 
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points sont d'an même cô(é et à la même distance de ce plan ; 
<)onc : 

Unpaint et saprcjecOon verticale sont d*un même côté et à la 
même distance du plan horizontal. 

Un point et sa projection horizontale sont d^un même côté et à la 
même distance du plan vertical. 

Un point et sa projection sur Vun des plans sont d'un même côté 
'Ct àla même distance de Vautre plan. 

Mais la distance de la projection verticale au plan horizontal 
oa.de la projection horizontale aa plan vertical est égale à la 
distance de la même projection à la ligne de terre ; donc ; 

La distance dlun point au plan horizontal est égale à la distance 
de la projection verticale à la ligne de terre. 

La distance ff un point au plan vertical est égale à celle de la 
projection horizontale à la ligne de terre. 

La distance cf tin point à Tun des plans est égale à celle de sa 
projection sur Vautre à la ligne de terre. 

58. Qaandun point se troave dans un des plans de projections, 
il se confond avec sa projection sur ce plan, et puisqu'il est à 
une distance nulle de ce plan, sa projection sur Tautre est à une 
distance nulle de la ligne de terre, c'est-à-dire sur cette ligne ; 
donc, quand un point est dans un des plans de projections^ non^ 
seulement il se confond avec sa projection sur ce plan, mais sapro- 
jection sur Vautre est sur la ligne de terre. 

59. Un point peut être de part ou d'autre d'un même plan ou 
dans ce plan ; chaque position relative au plan horizontal peut 
exister avec chaque position relative au plan vertical. Un point 
peut donc occuper neuf positions relativement aux plans de pro- 
jections. 

Il peut être : 

1^ Au-dessus du H et en avant du Y, comme a, fig. 8 et 9 
^ Au-dessus du > et en arrière du » » &, » 10 et 11 
3^ Au-dessous du > et en arrière du » » c, » 12 et 13 
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i" Âu-dcssous du H et en avant da V, comme d, fig. 14 et 15 
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30. Tout point situé dans un des pians bissecteurs des an- 
gles formés par les pians de projections a ses projections égaie-^ 
ment distantes de la ligne de terre (VI, /*.). 

Pour le bissecteur des angles antérieur supérieur et posté- 
rieur inférieur, les projections d'un point sont distinctes sur 
répure, tandis que, pour les points situés dans le bissecteur des 
deux autres angles, ces projections se confondent sur Tépura 
(fig. 26 et 27). 

31. Pour mettre en projection un point dont on connaît la 
position et les distances aux plans de projections, on mène une 
perpendiculaire à la ligne de terre ; on prend sur celte perpendi- 
culaire, en deçà ou au delà de la ligne de terre, selon que le 
point est en deçà ou au delà du plan vertical, le point aussi" 
éloigné de cette ligne de terre que le point du plan vertical ; on a 
ainsi la projection horizontale. On procède de la même manière 
pour l'autre projection. 

3!t. Pour trouver la position d'un point dont on a les projec- 
tions sous les yeux : par la projection horizontale de ce point, on 
mène une droite perpendiculaire au plan horizontal et Von porte 
sur cette droite, à partir de son pied, au-dessus ou au-dessous du 
plan horizontal, selon que la projection verticale est au-dessus ou 
en dessous de la ligne de terre, une longueur égale à la distance dé 
cetteprcjectionà cette ligne; V extrémité de cette longueur est le point 
dans Tespace. 

33. Le genre de perspective adopté pour montrer les figures 
dans l'espace est la perspective cavalière. (Voyez les Eléments de 
la science du dessin.) Les perpendiculaires à la ligne de terre ou 
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aux plans de projections sont vues en véritable grandeur et sui- 
vant des verticales ou des horizontales ; mais il n'en est pas de 
même pour les parallèles à la ligne de terre. Ici le point de vue 
a été choisi de manière que ces droites soient vues réduites à 
leurs moitiés. 



REPRÉSENTATION DE LA DROITE. 

34. La projection d'une droite sur un plan est l'ensemble des 
projections sur ce plan de tous les points de cette droite. 

Il résulte immédiatement de cette définition que : 

1' Quand un point est sur une droite j ses projections sont respec- ^ 

tivement sur celles de cette droite ; 

2® Quand une droite passe par un point j ses projections passenC ^ 

respectivement par celles de ce point. 

35. La projection d'une droite sur un plan est une ligne droite 
ou un point. 

Fig. 28. Soit MN le plan de projection, ab la droite à projeter ; 
menons aa' perpendiculaire au plan MN et soit a'V l'intersection 
du plan baa' avec le plan de projections. Toutes les perpendicu- 
laires menées des différents points de ab au plan MN se trouve- 
ront dans le plan boa' (XXVI, c.) et auront leurs pieds sur a'b\ 
De même les perpendiculaires menées au même plan MN des 
divers points de a'b' iront couper ab ; a'b' est donc la projection 
de ab sur MN et conséquemment on peut affirmer que la projec- 
tion S une droite sur un plan est une ligne droite^ Vintersection avec yc 
ce plan de celui gui lui est perpendiculaire et passant par cette 
droite. 

II faut excepter le cas où la droite est perpendiculaire au plan i 
de projections, car alors sa projection sur ce plan se réduit à un ! 
point, son pied dans ce plan. 

36. Les plans menés par une droite perpendiculairement aux 
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Uh -j.t^u- plans de projections sont ce qu'on nomme les plans projetant 

cette droite. On distingue donc : le plan projetant sar horizontal 
et le plan projetant sur vertical. 

87. Fig. 39. Une droite sera toujours désignée par une majus- 
cule romaine, et ses projections, par la même lettre précédée de h 
ou de V. Mais il sera facile de distinguer une projection horizon- 
tale d'une verticale, car on trace en traits pleins les projections 
horizontales en deçà et les projections verticales au delà de la 
ligne de terre, et en traits ponctués les projections horizontales 
au delà et les projections verticales en deçà de la même ligne. 

38. Quand les projections d'une droite sont construites, sur 
, Vépure^ les points où les deux projections de cette droite sont cour- 
péespar une perpendiculaire à la ligne de terre sont les projections 
d^un même point de cette droite. 

On peut donc, connaissant les projections d'une droite et une 
des projections d'un point de cette droite, construire l'autre, 
excepté quand une des projections de celte droite se réduit à 
un point et que l'on ne donne que ce point. 

89. Une droite est représentée et déterminée par ses projections 
. ,, ., ;>t.\ . •- sur deu>x plans qui se coupent. 
• ' ' ^" ' '* '' D'abord une des projections au moins est toujours une ligne 

droite. Elle est donc toujours représentée. 

Quand sa projection est réduite à un point sur Tun des plans, 
elle est déterminée, car par ce point on ne peut mener qu'une 
perpendiculaire à ce plan. 

Quand les deux projections sont des lignes droites, chacun 
des points de celte droite est déterminé. Or il suiBt qu'il y en ait 
deux déterminés pour que la droite soit aussi déterminée; donc, 
dans tous les cas, une droite est déterminée par ses projections sur 
deux plans qui se coupent. 

On peut démontrer, le même principe par la considération des 
plans projetant cette droite et dont elle est l'intersection. En 
effet, par la projection horizontale d'une droite on ne peut mener 
qu'un plan perpendiculaire au plan horizontal, et par la projec- 
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tion verticale, nn seul plan perpendîcnlaire an plan vertical. Ces 
deux plans ne peuvent se coaper qae suivant une droite. Celle-ci 
est donc déterminée. 

40. Il y a néanmoins une exception : c'est quand les deux 
projections sont perpendiculaires à la ligne de terre, ce qui arrive « 
quand la droite est dans un plan perpendiculaire à cette ligne. 
Dans ce cas, les deux plans projetants se réduisent à un seul et > 
rien sur Tépure n'indique la correspondance entre les projec- ' 
tions d'un même point. Pour déterminer une droite dans cette \ 
position, il faut employer un troisième plan de projections. 

41. Quand une droite est parallèle à Vun despUms, saprojeC" 
tion sur Foutre est un point ou une parallèle à la ligne de terre^ et 
réciproquement^ quand la projection d^une droite sur un des plans 
est un point ou une parallèle à laligne de terre^ cette droite est pa^ 
ràUHe à Vautre plan. 

En effet, quand une droite est parallèle au plan horizontal, tous 
ses points sont d'un même côté et à la même distance de ce 
plan ;.donc (27) les projections verticales de ces points sont d^un 
même côté et à la même dislance de la ligne de terre ; donc, , 
hrsqv^une droite est parallèle au plan horizontale saprojection ver^ ' 
tieale est un point ou une parallèle à la ligne de terre. 

Réciproquement, quand la projection verticale d^une droite est ^ 
un point ou une parallèle à la ligne de terre^ cette droite est parai- { 
Uie au plan horizontal. Dans le premier cas, la droite est perpen- 
diculaire au plan vertical et, par suite, parallèle au plan hqrizontal 
(XXVI, a.). Dans le second cas, tous les points de la projection 
verticale étant d'un même côté et à la même distance de la ligne 
de terre, tous les points de cette droite sont d'un même côté et 
à la même distance du plan horizontal, ce qui ne peut être que 
lorsque la droite est parallèle à ce plan. 

On peut démontrer les mêmes propositions en considérant les 
plans projetant la droite. Le lecteur démontrera facilement la 
proposition suivante : quand une droite est parallèle au plan t;er- . 
tieal^ sa projection horizontale est un point ou une parallèle à la ' 
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ligne de terre ; et sa réciproque : giumd la projectùm horisfontale 
cTune droite est un point ou une parallèle à la ligne de terres cette 
droite est parallèle au plan vertical. 

49. Quand une droite est perpendiculaire à Vun des plans ^ sa 
projection sur Vautre est une perpendiculaire à la ligne de terre; 
la réciproque, en général^ est fausse. 

En effet, quand une droite est perpendiculaire au plan ho- 
rizontal, son plan projetant sur vertical est non-seulement per- 
pendiculaire à ce plan vertical, mais encore au plan horizontal, 
puisqu'il passe par une perpendiculaire à ce dernier (XXV, a.) ; 
l'intersection de ce plan projetant avec le plan vertical, ou la 
projection verticale de cette droite, est conséquemment perpen- 
diculaire au plan horizontal (XXVII) et, par suite, à la ligne de 
terre (XXVI, 6.)- 

La réciproque^ en général, est fausse, car toutes les droites 
situées dans ce même plan projetant ont même projection verti- 
cale. On ne peut donc affirmer qu'aune droite est perpendiculaire à 
Vun des plans de projections que quand sa projection sur ce plan se 
réduit à un point; mais ce caractère indispensable est suffisant 
pour produire cette affirmation ; ainsi donc, quand la j^ojection 
horizontale d^une droite est un point, cette droite est perpendiculaire 
au plan hortjsontaly et quand la projection verticale é^une droite est 
un point, cette droite est perpendiculaire au plan vertical. 

43. Quand une droite est oblique à un plan, sa projection sur 
Vautre est oblique ou perpendiculaire à la ligne de terre. 

En effet, quand une droite est oblique au plan horizontal, sa 
projection verticale ne peut être ni un point ni une parallèle à la 
ligne de terre, car, dans ces deux cas, la droite serait parallèle 
au plan horizontal (41), ce qui est contre l'hypothèse. 

Mais on peut affirmer qyiune droite est oblique à Vun des plans 
de projections ; 1* quand sa projection sur Vautre est oblique à la 
ligne de terre ; 2* quand les deux projections sont desperpendiculaires 
à la ligne de terre, car, dans ces deux cas, il est impossible que 
cette droite soit parallèle ou perpendiculaire au premier plan. 
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Ainsi, onpeut affirmer qu*une droite est oblique au plan horizontal 
quand sa projection verticale est oblique à la ligne de terre^ et 
qu^élle est oblique au plan vertical quand sa projection horizontale 
est oblique à la ligne de terre. 

Qtumd ses deux projections sont perpendiculaires à la ligne de 
terre^ elle est oblique aux deux plans. 

44. Positions de la droite. — Une droite peut : 



V percer les deiax plans en^des points différents. 4 positions. 

2^ > > sur la ligne de terre. 2 

5<> » Tan des plans seulement et lui être oblique. 4 

4^ > > > et lui être perpendiculaire. 4 

5<^ être parallèle aux deux plans. 4 

6^^ > dans un des plansetélre oblique à Tautre. S 

70 » » » perpendic.à l'autre. 2 

9" 9 > > parallèle > 4 



Une droite peut donc occuper vingt-six positions. 



Epures de' ces positions. 



4&. Quand une droite perce les deux plans en des points 
distincts, ces points, qui portent le nom de traces, la partagent 
en trois parties, dont Tune, celle qui est limitée par les traces, est 
définie et les deux autres illimitées. 

Pour mettre chacune de ces droites en projections, il faut se 
rappeler que la trace horizontale, que nous représenterons tou- 
jours par a ou «, se confond avec sa ^projection horizontale; que 
sa trace verticale {b ou /s) se confond avec sa projection verti- 
cale, et que l'autre projection de chacune est sur la ligne de 
terré (28) ; de plus que, quand une droite passe par deux points, 
ses projections passent respectivement par celles de ces points. 
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Fig. 30 et 31. La partie limitée de Â est dans Tangle antérieur 
sapérieur. 

Fig. 32 et 33. La partie limitée de B est dans Tangle posté- 
rieur supérieur. 

Fig. 34 et 35. La partie limitée de C est dans l'angle posté- 
rieur inférieur. 

Fig. 36 et 37. La partie limitée de D est dans l'angle antérieur 
inférieur. 

46. Quand la droite coupe la ligne de terre, ses traces se 
confondent, et, pour la mettre en projections, il faut recouriràun 
second point m. Alors elle peut être : 

Fig. 38 et 39. Dans les angles antérieur supérieur et postérieur 
inférieur, E. • 

Fig. 40 et 41. Dans les angles postérieur supérieur et antérieur 
inférieur, F. 

47. Quand elle est parallèle à l'un des plans et oblique à l'autre^ 
sa projection sur le premier plan lui est parallèle (VI, b.) et sa 
projection sur l'autre est parallèle à la ligne de terre ; elle peut 
être : 

Fig. 42 et 43, parallèle au H et au-dessus de ce plan, G. 
44 et 45, » H et en dessous > K. 

46 et 47, » y et en avant > L. 

48 et 49, • » V et en arrière » M. 

48. Quand elle^est parallèle à l'un et perpendiculaire à 
l'autre, sa projection sur celui-ci est un point et sa projection sur 
celui-là est une perpendiculaire à la ligne de terre. 

Elle peut être : 

Fig. 50 et 51, perpendiculaire au H en deçà du V, N« 

52 et 53, » H au delà du Y, 0. 

54 et 55, > y au-dessus du H, P. 

56 et 57, » ^ y au-dessous du H, Q. 
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49. Quand elle est parallèle aux deux plans, elle est, ainsi 
que ses projections, parallèle à la ligne de terre, et elle'peut être: 

Fig. 58 et 59, dans l'angle antérieur supérieur, R. 
60 et 61, » postérieur » S. 

62 et 63, » » inférieur, T. 

64 et 65, > antérieur > U. 

ftO. Quand une droite est dans un des plans de projections» 
elle se confond avec sa projection sur ce plan et sa projection 
sur l'autre est sur la ligne de terre. Elle peut être dans le plan : 

Fig. 66 et 67, H et être oblique à la ligne de terre, W. 



68 et 69, H 




perpendiculaire 


» 


X. 


70 et 71, H 




parallèle 


> 


YZ. 


72 et 75, V 




oblique 


> 


W. 


74 et 75, V 




perpendiculaire 


> 


X'. 


76 et 77, V 




parallèle . 


» 


Y'Z' 



51. Quand une droite est dans le plan bissecteur des angles 
postérieur supérieur et antérieur inférieur, ses projections se con* 
fondent sur Tépure (30). (Fig. 78 et 79, A. B, C*) 

ftS. Pour trouver la position dans l'espace d'une droite dont on 
a les projections ou la mettre en perspective : 

a. Lorsque la droite perce les deux plans, on met ses traces 
CB perspective et par ces traces on mène une droite. Si elle coupe 
la ligne de terre, il faut construire un^deuxième point* 

b. Quand la droite est parallèle à l'un des plans, par sa trace 
dans l'autre on mène une parallèle à sa projection sur le 
premier. 

c. Quand elle est parallèle à la ligne de terre, on met un de ses 
pointsien perspective et par ce point on mène une parallèle à la 
ligne de terre. 
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d. Qaand sa projection sur un plan se réduit à un point, par 
celui-ci on mène la perpendiculaire à ce plan. 



Relations entre les projections de deux droites. 

53. Deux droites dans l'espace sont ou ne sont pas dans an 
même plan. Quand elles sont dans un même plan, elles se 
coupentousont parallèles entre elles.Quand elles se coupent, elles 
sont obliques ou perpendiculaires entre elles. 

54. Qtmnd deux droites sont parallèles entre dles^ leurs projec-- 
tions sur un même plan sont parallèles entre elles, se confondent ou 
se réduisent à deux points. 

En effet, les plans projetant ces droites sur ce plan sont parallèles 
entre eux (XXI, ^.), et alors leurs intersections avec ce plan de 
projections sont parallèles entre elles (XXII, d.). Mais si ces droites 
sont toutes les deux dans un même plan perpendiculaire à ce plan 
de projections, leurs plans projetants se confondent ainsi que 
leurs projections. Enfin, si les deux droites sont perpendiculaires 
au plan de projections, leurs projections se réduisent à des points. 

ftft. On peut affirmer que deux droites sont parallèles entre elles \ 

i^ Quand leurs projections sont respectivement paraltèies. 

Fig. 80. Soit hA. // AB, vk/fvB; les deux plans projetants sur 

le plan horizontal sont parallèles entre eux; il en est de même des 

deux plans projetants sur le plan vertical (XXI, g.) ; les quatre 

intersections de ces plans sont donc parallèles entre elles, et con- 

séquemment les deux droites A et B. 
2<> Qu4ind leurs projections se confondent sur un plan et sont 

parallèles sur Vautre. 

Ici les deux plans projetants sur le premier plan se confondent 

en un seul dont les intersections avec les deux autres plans pro- 

, jetants, qui sont parallèles entre eux (XXI, g.)^ sont parallèles 

entre elles. 
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Z'' Quand leurs projections sur Tun des plans se réduisent à deux 
points. 

Dans ce cas, elles sont toutes les deux perpendicalaires à ce 
plan et conséquemment parallèles entre elles. 

En résamé : 



I 



On peut affirmer que deux droites sont parallèles entre elles : 
io quand leurs pr éjections sont respectivement parallèles entre elles; 
2^ quand elles se confondent dans un des plans et qu^elles sont \ ^ >3 
parallèles entre elles sur Vairire; 3^ enfin quand leurs projections 
se réduisent à deux points swr Tun des plans. 

56. Qaand deux droites se coupent, leurs projections horizon- 
tales doivent contenir Tune et l'autre la projection hol-izontale 
de rinterseclion (34); de même leurs projections verticales 
doivent contenir Tune et l'autre la projection verticale du point 
commun à ces droites. Mais deux cas peuvent se présenter 
(fig.81,82, 83): 

1*^ Les projections se coupent respectivement sur une même per^ 
pendicuiaire à la ligne de terre. 

^ Elles se coupent sur Vun des plans^ tandis que^ sur Vautre j 
la projection d^une des droites se trouve sur celle de Vatdre. 

Réciproquement, on peut affirmer que deux droites se coupent : 
!• quand leurs projections se coupent respectivement sur une per* 
pendiculaire à la ligne de terre^ et 2* quand leurs projections sé\ 

I 

coupent sur Vun des plans et que^ sur Vautre^ la projection d!une des 
droites est sur celle de Vautre. 

57. Quand deux droites sonf perpendiculaires entre elUs^ si 
Vune cPélles est parallèle à un plan^ leurs projections sur ce plan 
sont perpendiculaires entre elles. 

Fig. 8i. Soit MN le plan de projections, ab perpendiculaire à 
hc et hc parallèle au plan MN ; Vb\ ce' perpendiculaires au plan 
MN; il faut démontrer que o&'est perpendiculaire à V(f. 

On a Vc' parallèle à le (VI, &.).Mais le est perpendiculaire à a^ 
par hypothèse, et à W (XIX, l.) ; le est donc perpendiculaire au 
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plan àbh' ; il en est de même de 6V (XVI), et, par suite, 6'c' est 
perpendiculaire à ab'CQFD. 

Réciproquement, quand deux droites se coupent^ que Vune â^dUs 
est parallèle à Vun des plans de projections et que leurs projections 
sur ce plan sont perpendiculaires' entre elles ^ ces droites sont per- 
pendiculaires entre elles. 

Le lecteur démontrera facilement cette réciproque. 

Cest le seul cas qui permette d'afBrmer sans vérification 
préalable que deux droites sont perpendiculaires entre elles. 

58. Beaucoup d^élèves s^imaginent que deux droites sont 
perpendiculaires entre elles lorsque leurs projections sont respec- 
tivement perpendiculaires entre elles. Or, dans ce cas, elles sont 
obliques entre elles. 

En effet (fig 88) : 

Soient AÂ perpendiculaire à KB. 
t7A > > vB. 

La droite Â est oblique au plan projetant B sur horizontal, car 
si elle lui était perpendiculaire, elle serait parallèle au plan 
horizontal, ce qui n'est pas. Menons par le point où se coupent 
vk et t;B, vC parallèle à la ligne de terre ; nous aurons la pro- 
jection verticale d'une droite C, parallèle au H ayant même projec- 
tion horizontale que B, et située dans le même plan projetant sur 
H. Mais uousvenons de démontrer que, dans ce cas, A estperpen- 
diculaire à G ; si A était aussi perpendiculaire à B, elle serait 
perpendiculaire au plan projetant commun à B et à C, ce qui 
est impossible; donc, il est impossible que deux droites soient per^ 
pendiculaires entre elles lorsque leur s projections sont respectivement 
perpendiculaires entre elles. 

Il y a néanmoins une! exception : c'est quand Tune des droites 
est perpendiculaire et Tautre parallèle à un plan perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

59. De tout ce qui précède il est facile de reconnaître que 
deux droites ne sont pas dans un même plan : 1^ quand leurs pro^ 
jections se coupent^ mais pas sur une même perpendiculaire à la 



— 29 — 

ligne de terre (fig.86) ; 2^ qi4and leurs projections se coupent sur un 
plan et sont parallèles sur Vatdre ; 3^ quand sur Vun des plans la -^ ^■ 
projection de Tune se réduit à un point qui n^ est pas sur la projeC'^ 
tion de Vautre. 



Belation entre la grandeur de la projection d'une portion de 
droite et la grandeur de cette portion elle-même. 

60. Le rapport entre la longueur de la projection d'une portion 
de droite sur un plan et la longueur de cette portion elle-même^ 
est égal au cosinus de l'angle formé par cette droite avec ce plan. 

Fig. 86. Soit MN le plan de projection ; a'V la projection sur 
ce plan de àb;<i Tangle de la droite àb avec ce plan; on doit avoir: 

a'6' : a6 = cos a. 

Menons ac parallèle à a'b'; on aura : 

angle apV = angle bac = «, et a'b' = ab. 

Le triangle abc, rectangle en c, donne : 

« 

ac l ab = cosbac=^ cos apb' = cos « 
et par suite : 

a'V \ab^coSa C.Q.F.D. 

61. Lorsque la droite est perpendiculaire au plan, a =« un , 
droit; cos « =s 0, et la projection se réduit à un point. / 

Lorsque la droite est parallèle au plan, a «=> 0, co5 a = 1 ; 
a'V = ab, donc toute portion dune droite parallèle à un plan se ^ 
projette en véritable grandeur sur ce pl-an. 

69. Il est facile de conclure que : quand une portion de droite 
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est partagée cFune certaine manière, Us projections^ sur un plan^ 
des points de division partagent de la même manière la projection 
sur ce plan de cette portion de droite. 

Par exemple, le milieu de la projection d'une portion de droite 
est la projection du milieu de cette portion. 



REPRÉSENTATION D'UN POLYGONE. 

A3. La projection d'un polygone sur un plan est Tensenible des 
projections des points de ce polygone sur ce plan. 

64. Fig. 87. Soit un polygone abcdef; sa projection sur le pian 
MN sera le polygone a'Vc'd'e'f^ base, dans le plan MN, d*un prisme 
tronqué ayant ses arêtes perpendiculaires à ce plan, et pour 
seconde base le polygone considéré. On nomme ce prisme :i>n^fne 
projectant le polygone sur le plan MN. 

Cest évident, car toutes les perpendiculaires menées des 
points de Tune des bases de ce prisme au plan MN perceront 
l'autre, la projection d'un point de la base supérieure est donc 
sur l'autre, et tout point de celle-ci est la projection d'un point 
de la première. 

65. La projection âCu/n polygone sur^jim plan est donc un poly^ 
gone d^un même nombre de côtés et dont les sommets et le périmètre 
sont les projections^ sur ce plan^ des sommets et du périmètre du 
premier^ sauf quand le plan de ce polygone est perpendiculaire 
au plan de projections, car alors cette projection se réduit à une 
portion de droite (XXVI, c). 

66. Quand un polygone est projeté jsur deux plans qui se cou^ 
• pent^ on peut toujours, connaissant une des projections d'un point 

de ce polygone construire Vautre. 

Fig. 88. Soient hahbhc vavhoc les projections, et hm la 

projection horizontale d'un point d'un polygone. 
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La droite hahm sera la projection horizontale d'ane droite 
située sur ce polygone. Cette droite coupe le périmètre en un 
second point dont hn est la projection horizontale ; en menant de 
hn la perpendiculaire à la ligne de terre, on obtient vn, puis la 
projection verticale vavn de cette droite; menant de hm une 
nouvelle perpendiculaire à la ligne de terre, on obtient vm (38). 

Il n*y a d'incertitude que dans un seul cas, c'est lorsqu'une des 
projections est réduite à une portion de droite et que Ton donne 
un point de cette projection. 

61. Nous pouvons néanmoins conclure qu'tin polygone est 
représenté et déterminé par ses projections stir deux plans qui se 
coupent. 

68. L^aire de la projection Sun polygone sur un plan est égale 
Q/u produit de Taire de ce polygone par le cosinus de V angle que 
fait son plan avec le plan de projections. 

Fig. 89. Soient les triangles àbc^ hcdj def^ situés dans un même 
plan, et o&c', l'c'd\ c'd'e^ leurs projections sur un second plan. 

Du point C menons c'p perpendiculaire à a&. 

Joignons cp; on aura cp perpendiculaire à a&(Xn) et l'angle 
cpc* égal à a, Tangle des deux plans o&e, àhe'. 

Le triangle ohc a pour mesure ohyss : 2. 

Le triangle abc' a pour mesure ohYjsp'*. 2. 

Mais on a démontré (60) que cp'^^cp cos «. 

Conséquemment, on peut poser 

àb'c''^^X<^ cos a\ i^^abc cos «. 

On aura de même cbe^^abe cos a. 

Ensuite, oJe' — àbcf=^d''^abe--àbc) cos a?=^»bcd cos a. 

On aura de même Md'^^cd cos «. 

Et finalement, cfd'ef^sr:cde cos a. 

La proposition, étant vraie pour un triangle quelconque, peut 
être appliquée à un ensemble de triangles situés dans un même 
plan, c'est-à-dire à une figure plajie quelconque. 
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REPRÉSENTATION DU PLAN. 

69. Od vient de voir que Taire de la projection d'an polygone 
sar un plan grandit avec Taire de ce polygone. Lorsque celui-ci 
devient indéfiniment grand, cette aire devient elle-même indéfini^ 
ment grande. On en conclut que sauf, le cas ou deux plans 
sont perpendiculaires entre eux, la projection de chacun sur 
l'autre est celui-ci sont entier. Rien ne permettrait donc de 
distinguer sur un plan les projections des points d'un second 
plan de celles des points d'un troisième. Un plan ne sera donc 
jpas représenté au déterminé par ses projections sur deux autres 
plans se coupant 

Il est vrai qu'il serait déterminé par les projections de trois de 
ses points non en ligne droite, mais il ne serait pas représenté. 
90. Un plan est représenté et déterminé par ses intersections 
{que Ton nomme traces) avec les plans de projections. 

Quand un plan coupe les deux plans de projections, ses traces 
, se coupent sur la ligne de terre ou lui sont parallèles (YI, d.) ; 
\ dans chacun de ces cas, ce plan est déterminé par ses traces 
{III, a, b.). 
Quand il ne coupe que l'un des plans, il est perpendiculaire à 
^ l'autre et il est encore déterminé par cette propriété et par sa 
I trace sur celui-ci (III, i.). 

VI. Un plan, comme toute autre surface, sera désigné par une 
majuscule grecque, et ses traces, par la même lettre précédée de 
A ou de V (1). 

T9. Quand un plan est parallèle à Tun des plans de projections^ 
nonrseulement sa trace sur ce plan faitd^atd, mais encore sa trace 
sur Vautre estparaltëk à la ligne de terre (XXI [, d.). 

93. Mais lorsque la trace sur l'un est parallèle à la ligne de 
terre, on ne peut pas conclure qu^il est parallèle à l'autre, puisqu'il 

(i) On trouTera ralpbabet grec au commencement de ce volume. 
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pourrait couper celui-ci suivant une seconde parallèle à la ligne 
de terre. 

On ne peut donc affirmer qu'un plan donné est paraUèîe à Vwn | 
des plans de projection que quand sa trace sur ce plan fait défait. ^ 

94. Quand un plan est perpendiculaire à Tun des plans de pro^ 
jeetian, sa trace sur Vautre est perpendiculaire à la ligne de terre 
au fait défaut. 

Elle est perpendiculaire à la ligne de (erre quand ce plan coupe 
Tautre (XXVII) ; elle fait défaut quand il lui est parallèle. 

75. On peut affirmer qu^un plan donné est perpendiculaire à 
Vun des plans de projection^ qucmd sa trace sur Vautre est perpen- 
diculaire à la ligne de terre (XXV, a.) ou fait défaut (73 ; XXV, d.). 

76. Quand un plan est oblique à Vun des plans de projection^ sa 
trace sur Vautre est oblique ou parallèle à la ligne de terre. 

Il est impossible qu'elle soit perpendiculaire à la ligne de terre, 
car le plan serait alors perpendiculaire au premier plan de 
projection. Elle est oblique quand les deux traces coupent la 
ligne de terre, et parallèle quand le plan ne coupe pas cette ligne. 

97. On peut affirmer qu'un plan donné est oblique à Vun des plans 
de projection: !<>, quand sa trace sur Vautre est oblique à la ligne de 
terre; 2^, quand ses deux traces sont parallèles à cette ligne. 

98. Un plan peut être: !<>, oblique à la ligne de terre et aux deux 
plans ; 2», oblique à la même ligne, oblique à Tun et perpendicu- 
laire à l'autre des plans de projection ; S"*, perpendiculaire à la 
ligne de terre ; 4% parallèle à la ligne de terre et oblique aux deux 
plans; 5^ parallèle à celte même ligne et à Tun des plans. 

99. Quand il est oblique aux deux plans et à la ligne de terre, 
il ne peut occuper qu'une position (fig. 90 et 91). 

80. Quand il est oblique à l'un des plans et perpendiculaire à 
l'autre, il peut être : 

a. oblique au V, perpendiculaire au H (fig. 92 et 93). 
h. 1 > H, > • > V (fig. 94 et 95). 

81. Quand il est perpendiculaire à la ligne de terre, il ne peut 
occuper qu'une position (fig. 96 et 97). 
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8S. Quand il est parallèle à la ligne de terre et oblique aux 
deux plans, la bande limitée par les traces peut être : 

a. dans Tangle antérieur supérieur (fig. 98 et 99). 
&. > » postérieur t i> 100 et 101. 

c. » » > inférieur » 102 et 103. 

d. » » antérieur > > 104 et 105. 



. Quand il est parallèle à Tun des plans, il peut être : 

a. parallèle au H et au-dessus de ce plan (fig. 106 et 107). 
&. > > au-dessous » > 108 et 109. 

c. » V en deçà » > llOetlIl. 

d. » » au delà » » lia et 113. 

84. Qtiand un plan passe par la ligne de terre^ ses f races se con- 
fondent avec cette ligne^ et^ pour le déterminer et le représenter^ il 
faut un troisième plan de projection. 

85. Quand un plan fait des angles égaux avec les plans de pro- 
jection, ses traces font des angles égaux avec la ligne de terre^ et 
réciproquement (XXXII). 

Alors ses traces peuvent se confondre sur Tépure (fig. 114, 115, 
116, 117, 118 et 119). 

86. Un point peut être ou ne pas être dans un plan, mais on 
ne peut affirmer quCïl est dans un plan que quand il fait partie d'une 
des traces de ce plan^ ou que ce plan est perpendiculaire à Vun 
des plans de projection et que, sur ce dernier, la projection du point 
est sur la trace du plan. 

89. Beaucoup d'élèves s'imaginent que, pour qu'un point soit 
dans un plan, il faut que ses projections soient sur les traces de 
ce plan ; or, dans ce cas, ils sont dans une erreur complète, car 
quand un point a ses projections sur les traces d'un plan, sauf le 
cas où celui^ est perpendiculaire à la ligne de terre, ce point est 
en dehors de ce plan. 

Fig. 120. En effet, un point et ses projections étant dans un 



— 35 - 

plan perpendiculaire à la ligne de terre, lorsqae ces projoclions 
sont sar les traces d'un plan e, et conséqaemment dans ce plan, 
si ce point était lui-même dans le plan e^^^ celui-ci serait perpendi- 
culaire à la ligne de terre, ce qui est généralement faux. 

Relations entre une droite et un plan. 

88. Une droite peut èlre: ^^ dans un plan ; 2<» parallèle à ce 
plan; 3® oblique ou perpendiculaire à ce plan. 

89. On ne peut affirmer sans vérification préalcAle qu^une droite \ 
est dans un plan que dans deux cas : 1^, quand elle se confond avec ^ 

l'une des traces; 2<^, quand ce plan étant perpendiculaire à Vun des 
plans de projection^ dans celui^i la projection de la droite est sur ^]^. 
la trace du plan. Ainsi, dans la fig. 121, on peut affirmer que 
la droite A est dans le plan e. 

90. Imbus de Tidée dont la fausseté a été démontrée au 
n<»87, des élèves affirment qu'une droite est dans an plan quand ses 
projections sont respectivement sur les traces de ce plan. Or c'est 
le contraire qui a lieu, puisque chaque point de la droite a ses 
projections sur les traces, et se trouve conséquement en dehors 
de ce plan. (Voyez encore la fig. 120.) 

Ol. On ne peut affirmer qu^une droite est parallèle à un plan , 
que dans deux cas : 1®, qiuind le plan est perpendiculaire à Vun ^ 
des plans de projection et que^ dans celui-ci, la projection de,la » 
droite est parallèle à la trace du plan ou s^r^uit^un point (41) ; 
2*>, quand la droite est parallèle à Vun des plans de projection et que ^t^^rt ^•^c u ;/»i^i, ^ i r, 
sur cclup^i la prcjection de la droite est parallèle à la trace du *'^/ ^^ A-,i- ^'' ;«- /»' 
plan. ,...*. <.;..^n^-';'/ 

•». Ceux qui tombent dans l'illusion signalée au n» 90 ^' ^^. ,\ ^ ^^,<; , 
croient aussi qu'une droite est parallèle à un plan quand les \,; 
traces de celui-ci sont parrallèles aux projections de cette droite ; ^.c ^ • , 
or il en est autrement, sauf quand le plan est parallèle ouperpen - 
diculaire à la ligne de terre (90). 

93. Quand une droite est perpendiculaire à unplan^ saprojec- 
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tien 9ur un second plan est perpendiculaire à Vinhrsectùm de ces 
piansj s^Us se coupent^ ou se réduit à un points quand ces plans sont 
parallèles entre eux. 

Fig. lâS. Soit àb perpendiculaire au plan KN et ai' sa projec- 
tion sur le plan MN. On a les deux plans KN et HN perpendicu- 
laires au plan aW et, par suite, cd perpendiculaire à ce plan 
(XXVIl) et conséquemment à ab\ 

Si les deux plans sont parallèles, la droite abj perpendiculaire 
à l'un, Test à l'autre, et sa projection sur chacun d'eux est un 
point. 

94. On peut affirmer qu^une droite est perpendiculaire à un 

• . (^ , i; /^^ plan: !<>, quand ses projections sont respectivement perpendiculaires 

' 1 ,t^M <-- i ^-^ Ui^'^^ oux traces de ce plan; 2®, quand^ sur un des plans de prcjection, 

.v^ "i rvo. a*^ kU*- ^^^^^ la trace du plan fait défaut et que la projection de la droite est 

tf.o ;^u^u•^.u' -^ ^•^ réduitc à un point. 

.vC.v x^sp. En effet: 1% (fig. 125) soit AA perpendiculaire à *e et lA per- 

pendiculaire à t;e, le plan e est perpendiculaire aux deux plans 
projetant de A, et conséquemment celle-ci est perpendiculaire 
à ce plan (XXVf, h. et XXVIII); 2S dans ce cas, le plan est parallèle 
et la droite perpendiculaire à ce plan de projection; elle est donc 
aussi perpendiculaire au premier plan. 
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RelatiOTis entre deux plans. 






95. Quand deux plans sont paraUèles^ leurs traces dans un 

troisième sont parallèles ou font défaut (XXII, d. et c). 

;~ ;j,^ t,,.\ l,J^.i: (. ®*- On peut affirmer que deuxplans sont parallèles : !<>, quand 

- V. ^ >v.\ .U'Au v^:vs. leurs traces sont respectivement parallèles et coupent la ligne de 

"' '"' terre (XXI, 6.) ; 2<>, quand sur un des plans de projection leurs 

traces font défaut (XXI, f). 

Quand les plans sont parallèles à la ligne de terre, on ne peut 
rienaCGrmer avant vérification. 
, 09. On ne peut affirmer que deux plans sont- perpendiculaires 
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eifArt eux que lorsque Vun éPeux étant perpendiculaire à Vun des 
plans de projection^ leurs traces sur ce plan sont perpendiculaires 
entre eUes. 

•8. Néanmoins beaacoup d'élèves croient pouvoir afiBrmer 
que deux plans sont perpendiculaires entre eux, lorsque leurs 
traces sont respectivement perpendiculaires entre elles, ce qui est 
complètement faux. 

Fig. i24. Soit hB perpendiculaire à %û et &r qui se confondent, 
t^e perpendiculaire à t?r, et vu perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

h» est perpendiculaire au plan o (XXVI, b.) et par suite le plan 
e est perpendiculaire au plan n (XXV, a.). 

La droite ht est oUique au plan e, puisque celui-ci n'est pas 
perpendiculaire au plan horizontal ; mais par une oblique à un plan 
on ne peut mener qu'un plan perpendiculaire au premier ; puis- 
que û est déjà perpendiculaire à e, il est impossible que r le soit. 

11 y a néanmoins une restriction à apporter à cette négation, 
c'est lorsque l'un des plans est perpendiculaire , à la ligne de 
terre. 

Artifices employés en géométrie descrlptlTe. 

99. D'après tout ce qui précède, on doit reconnaître que les 
relations entre les figures données et les figures demandées dans 
l'espace entraînent d'autres relations déterminées entre les pro- 
jections et les traces de toutes ces figures. 

On transforme donc en projections et traces les figures données ; 
au moyen des relations qui existent entre ces projections et 
traces et celles des figures demandées, on construit les projections 
et traces de ces dernières, qui peuvent être ensuite construites 
dans l'espace. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que 
l'on donne les projections et traces des^figures données et que 
l'on n'exige que celles des figures demandées. 

tOO. On dislingue deux sortes d'épurés : les théoriques et 
les pratiques. 
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Le$ épures théoriques scfnt destinées à rappeler la marche à 
suivre pour résoudre un problème. 

On y trouve trois espèces de lignes: les données et les résultats, 
que Ton trace toujours en traits pleins ou ponctués ; les lignes 
auxiliaires, qui jouent un rôle important dans la construction et 
qui souvent pourraient remplacer des lignes données (on les 
trace en chaînettes, traits interrompus dans chaque intervalle 
desquels on place un point); et des lignes d'indication, comme les 
perpendiculaires à la ligne de terre liant les projections des 
points, et que Ton trace en traits interrompus de deux ou trois 
millimètres de longueur avec un millimètre d'intervalle, ou en 
traits fins de couleur rouge ou bleue. 

On suppose les plans de projection opaques, de sorte que 
tout ce qui se trouve sur la partie postérieure du plan horizontal 
et la partie inférieure du plan vertical est invisible et se trouve 
indiqué en traits ponctués, lorsqu'il s'agit de données ou de 
résultats. 

Dans les épures pratiques, on ne laisse que les données et les 
résultats. Rien n'y indique donc comment on a pu passer des 
premiers aux derniers. Souvent même, pour ne pas surcharger 
ces épures de lignes inutiles, on prend, au moyen de papier à 
calquer, les données d'un problème accessoire. On résout ce 
problème sur ce calque et ensuite on reporte le résultat sur 
l'épure. 
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PROBLÈMES FONDAMENTAUX. 



lOl. Tar deux points donnés, mener une droite. 

Quand une droite passe par deux points, ses projections passent 
par celles de ces points (34). 

Fig. 125. Par les projections horinctntcdes des deux points 
donnés, menez une droite^ ce sera la projection horizontale de la 
droite demandée ; faites la même chose avec les projections verti^ 

cales. 

En combinant deux à deux les points a,&, m^n^ on a les princi- 
paux cas qui peuvent se présenter. 



lois. Couper deux droites données par une troisième: a. oblique 
aux deux plans; 6. parallèle au plan vertical. 

Quand deux droites se coupent, en général leurs projections 
se coupent respectivement sur une perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

Fig. 126 et 127. Coupez les projections horizontales des droites 
données {K, B.), «. par une oblique^ 6. par une paraltële à la ligne 
de terre, ce sera la projection horizontale de la droite demandée (r) ; 
les points où cette projection coupe celles des droites données 
sont les projections horizontales des points où la droite demandée 
coupe les droites données; construisez les projections verticales de 
ces points (38), enfin, menez la droite passant par ces projections 
verticales, et vous aurez la projection verticale demandée. 
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t03. Par un point donnée mener la paràUMe à une droite 
donnée. 

Les projections de la droite demandée passent par celles da 
point donné et sont parallèles à celles de la droite donnée. 

Fig. 128. Par la projection horizontale du points menez uf^ 
droite parallèle à la projection horizontale de la droite donnée ; 
par la projection verticale du points menez également une paralUle 
à la projection verticale de la droite donnée. 

Cas particaliers : 1^ La droite donnée est dans un des plans de 
projection; c*estj par exemple^ la trace horizontale Sun plan 
donné. 

Fig. i29. 11 faat alors se rappeler que, quand une droite est 
dans un des plans de projection, elle se confond avec sa pro- 
jection sur ce plan, et que sa projection sur l'autre est sur la ligne 
de terre. 

2^ Quand la droite donnée est perpendiculaire au plan horir 
zontcd, la projection horizontale du point donné est aussi la pro^ 
jection horizontale de la droite demandée (XYl, 35) (*). 

tO^. Pwr un point y mener la perpendiculaire à un plan. 

Quand une droite est perpendiculaire à un plan, ses projec- 
tions sont respectivement perpendiculaires aux traces de ce plan. 

Fig. 130. Par la projection horizontale du point, menez une 
droite perpendiculaire à la trace horizontale, et par la projection 
verticale du point, une perpendiculaire à la trace verticdie du plan ; 
ces deux droites seront les projections demandées. 

Cas particulier. Qîumd le plan donné est paraïlde au plan hori^ 
zontol, la projection horizontale du point donné est atissi celle de la 
droite demandée (XXII, b.) (35). 

Cas singulier. Quand le plan donné est parallèle à la ligne de 
terre et coupe les deux plans de projection, les deux projections 
de la droite demandée sont sur une perpendiculaire à la ligne de 
terre et il faut employer un troisième plan de projection (40). 

(*) Quand l'opération indiquée est impossible, le problème est impossible ou la solution 
existe déjà sur Tépure. 
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t05. Déterminer les traces (a, &,) éPune droite. 

La trace horizontale d'ane droite étant un point commun à 
cette droite et au plan horizontal, a sa projection verticale sur la 
projection verticale de cette droite (34) et sur la ligne de 
terre (28) ; c'est donc le point ou cette projection coupe cette 
ligne. Cette trace, en outre, se confond avec sa projection hori- 
zontale qui doit être sur la perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par la projection verticale du même point. 

Par le point où la projection verticale de la droite coupe la ligne 
de terre^ menez tme perpendicîdaire à celle-ci; le point où cette per^ 
pendicîdaire coupe la projeeUon horigontale de la droite est la trace 
horizontale demandée. Pour avoir la trace verticale, on mène la 
perpendiculaire à la ligne dfi terre au point où cette ligne est 
coupée par la projection horigontale de la droite donnée et Vonpro- 
longe cette perpendiculaire ju^squ* au point où éUe coupe la projection 
verticale de la droite donnée. 

Les fig. 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 48, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 
67, 69, 73, 75 donnent tous les cas que l'on peut rencontrer. 
Partout la trace horizontale est indiquée par a et Fautre par &• 



t06. Vérifier si une droite est dans un plan. 

Quand une droite est dans un plan, ses traces sont respective- 
ment sur celles de ce plan. On peut afiSrmer qu'une droite est 
dans un plan, lorsqu'elle y a deux de ses points ou que, y ayant 
un point, elle est parallèle à une droite située dans ce plan. 

Fig. 131. Construisez les traces de la droite (105). On peut af- 
firmer que cette droite est dans le plan : 1^ quand ses deux traces 
sont respectivement sur celles du plan; ^ quand^ n^ayant que sa 
trace verticale ou horizontale, éUe estparàUèie à la trace horizontale 
ou verticale duplan. 

Lesr droites A, B, sont dans le plan; C, D, n'y sont pas. 



»vi 
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tOy. Vérifier si un point est dans un plan. 

On peut affirmer qu'un point est dans un plan quand il est sur 
une droite située dans ce plan. 

Fig. 1 32. Par le point menez une paraHMe à la trace horizontale 

du plan (103, l*"). Si cette droite auxiliaire est dans le plan (106)« 

le point Vest aussi. 

Le point m est dans le plan n, mais le point n n'y est pas. i^wrtc».^ (t^ ^ 
108. Vérifier si une droite est parallèle à un plan. ^^^"^ t^'" 

On peut affirmer qu'une droite est parallèle à un plan quand 
elle est parallèle à une droite située dans ce plan. 

Fig. 133. Par un point de la trace horizontale du plan ^ menez une 
parallèle à la droite donnée (103). Si cette droite auxiliaire est dans 
le plan (106), celui-ci est parallèle à la droite donnée. 

La droite A est parallèle au plan, tandis que la droite B ne Test 
pas. 

Far deux droites mener un plan. 

t09. Ce problème est important, car toutes les fois qu'il 
s'agira de construire les traces d'un plan déterminé par des con- 
ditions données, la question sera ramenée à mener un plan par 
deux droites parallèles ou se coupant. 

Chaque trace d'un plan étant une ligne droite, pour la con- 
struire il faut en connaître deux points, ou un point et la direction. 

Quand une droite est dans un plan, ses traces sont sur celles 
du plan; lorsqu'elle est, en outre, parallèle à l'un des plans de 
projection, sa projection sur celui-ci est parallèle à la trace du .'' 
plan qui la contient. ^^ ^^'^ 

ItO. Cas généraux: a. Les deux droites percent les deux . 
plans de projection, p. Une des droites n'en perce qu'un, r. Une ""^^ ^ ^ * 
des droites ne perce que le plan horizontal et l'autre le plan ver- 
tical. ^. Les deux droites ne percent qu'un plan, c. Une des 
droites perce les deux plans, l'autre leur est parallèle. C, Les deux 
droites sont parallèles aux deux plans. 
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111. a. P(Mr les traces horieontdles des droites données, menez ^ ,, 
une droite; faites de même par les traces verticales. Comme véri- \^ / „ 4 .,/,l^y 
ficatioD,Ies deux traces obtenues doivent être parallèles à la ligne 
de terre oa couper cette ligne en un même point (fîg. 134 à 140). 

ll!t. p. Lorsque l'une des droites est parallèle au plan hori- 
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zontal : Par la trace horizontale de Vautre droite^ menez une droite /• -"^V - r^. 
parallèle à la projection horizontale de la première et menez celle '*'"?' /*'" >' 

qui passe par les traces verticales. . ., ,;fw;^^</, * 



<• I 



On procède d'une manière analogue, quand une des droites est «;;., i,^^. 

parallèle au plan vertical (fig. 141 à 144). ^^ ^ ^?-'> ^'-* *'^ •' "'^ 

113. r. Otiancî Tuna des droites est parallèle au plan hori- ^-^'-'^''-' -y--- -- 
jeron^aJ e< Tatifre au plan vertical, par la trace horizontale de la j^ ;^,a, .v.-^ *<•' ^' '^ 
seconde menez une parallèle à la projection horizontale de la pre^ ^'f*^'-^' ^'" " ^ '^"^ 
miére, 6^ par Za trace verticale de celle-ci une parallèle à la projeC" . * . ' '^^ Z'' . . 

Won verticale de Vautre (fig. 145). // .'v ji e:^, -. .. «v. '- ' 

114. *. Quand les deux droites sont parallèles à Vundesplans^ - v^/ ^Vj^-^ ^^ ^^r« -^ 
. . pour obtenir un point de la trace du plan demandé sur ce plan, on T/V^r, /^ ";. r , .1 .. 

coupe les deux droites données par une droite quelionque, qui se '^-3 v^« D, r-^^.* - 
trouvera dans le plan demandé (102) (fig. 146 et 147). ^'? ^^^' - 

lis. I. Quand une des droites est parallèle à la ligne de terre, j^^^y^ v,^ t/.-*i- ;,».^. 

les traces du plan demandé sont aussi parallèles à cette ligne et tk it-a^^^^i ^\ 'j*^ ^^- 

^^passentpar Ustracesde Vautre droite(fig. 148 et 149). /.^vu.V.t:^.:!.** s a 

' ' 116. C. Q24an<2 {e^ deux droites sont parallèles à la ligne de terre, ^ j,. /v/ 

les traces du plan demandé le sont aussi; pour obtenir un point de ^ ' ^ •* ^^'^*' ^ ^ '^ ^ 4 
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cAacune d'elles, on coupe les deux droites données par une oblique - ^ ^ 
aux deux plans (102), et par les traces de cette droite auxiliaire on 

mène des parallèles à la ligne dé terre (fig. 150 et 151). ^ 

111. Cas particuliers : il peut arriver: 1* qu'une ou deux des 3 ^ -[^fV 
traces des droites données soient en dehors de répure ; S"" que les ^^^ 

droites se coupent sur la ligne de terre. Dans ces deux cas, on , 

coupe les droites données par une troisième oblique aux deux «, . (^,. ^,^î .,. 

plans ou parallèle à l'un et oblique à l'autre (fig. 152 et 153). '-"'*' ^ •*- . - '^ 
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' //^v-/r^' ••*• Par im jpoîn* et imc diwfe, iiieHer I0I trfoi». 

j^ /^^ Fig. iS4 et 1S5. Par h point menée une droite qui coupe la droite 

r^'^ fi j^6vt^ <«' <^< r. uu,^ donnée ou qui lui soit paraUèie;par ces deux droites menez un 
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JTv /ro. 
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•^ ■ ", j-' I pto. ... <^ t.- 119. Par trois points non en ligne droite, mener un plan. 
" ' ,' '' ■ " '■ ' """' Fig. 186 et 187. FUrmpoint et chacun des deux autres, menée 

^'q. 'n. une droite^ ou bien menez la droite passant paar deux de ces points, 

^at Cf^ y.uif u ri/,^. et la paraUHe à cette droite, passant par le troisième point ; puis 

^^'>< tfj^U.ifo.. par ces deux droites menez m plan. 

t^ 'ci . isy, 

' ' ' ' '7^ ' ^ ' .a., /> B 11^ p^ ^^^ droite, mener un plan par aMe à une autre droite. 

' V^ ^ j 'l >^^ ^ // Fig. 158. Par un point de la première (A) menez une paràUèie (B') 

/j/\.. -...: ^r.i / y/,.^i àZ'airfre (B), puis menez un plan par cette droite auxiliaire et la 

A ' ^t r, V ti., .^ . j3 . première. 

'^^ /^ 1. Qaand les deux droites données sont parallèles entre elles, le 

rpn.>it -c ^^ problème est indéterminé. /Î€.v^/.i« /»<«»'i'«*-«-/j,>..-j^^r 4^'^'«^«f 

M.\.* fMA>.. lîii. Par f*»pe>tnt,f»ewerun|>ZanjparaZZèfo à (foiMîdrw 

'^ ''^^; , Fig. 159. Par la poiiA (m) on mètie une parditële à chaque 

t^ Ht,/ ,,,«... .^ -.- droite{k'fi%puisonmhieunplanpar ces deuxdroites auxiliaires. 

' ' *" "^ ' Quand les deux droites données sont parallèles entre elles, le 



/- y 



>/,r.«r V ' ; ,rt ;^. problème est indéterminé, ///-r^i-^^r^^ /^ >»f'^.f t-«.^>^/^/>^.,^,. 
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//.M.r / .\u >.rn, <Mi l!tS. jfer tm jpoînt (m), m&Msr un plan parallèle à un aiutre 

^^' Fig. 160. Quand les traces du plan donné sent obliques à la ligne 

de terre, on leur mène des parallèles (A, B) par le point donné, et 
Von mène le plan par ces deux droites auxiliaires. 
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Fig. 161 . Quand les traces du plan sont paràUiHes à Ja ligne de '"-^ • '^'- 
terre^ on mène tme droite par un piHnt a de la trace horiz(mt^ .t,.<<. ' ' ' \ 

im jpoJn^ p delà trace verticale de ce plan; on mène ensuite une ^ ^^^^\^^ <* ^^..^^ ? ,< 
jMiraZfôîe à cette droite par le point donnée et par. les traces de cette 

deuxième droite auxiliaire on mène des parallèles à la ligne de terre. 

Fig. 162. <iuand le plan donné est perpendiculaire au plan H, 

on obtient immédiatement la trace horizontale du plan demandé en 

menant par la projection horizontale du point donné une parallèle /'< ^ -^ <^ 

à la trace horizontale du plan donné (86). Si le plan donné était 

perpendiculaire au plan vertical, on obtiendrait la trace verticale 

du plan demandé en menant par la projection verticale du point ,7i-^,,.,^ 

donné la parallèle à la trace verticale du plan donné (n). 
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ISS. Par une droite donnée^ mener un plan perpendiculaire à 
un plan donné. 

Fig. 165. Par unpointde la droite donnée^ on mène uneperpen^ 
diculaire (B) au plan donné (104), puis on mène un plan par ces 
deux droites. 

Fig. 164. Quand le plan donné est perpendiculaire au plan hori^- 
zontcd^ on obtient immédiatement la trace horizontale du plan 
demandé en menant par la trace horizontcde de la droite donnée la 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné {^T). 

Quand le plan donné est parallèle à la ligne de terre, on doit 
employer un troisième plan de projection. 
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194. Par Unpoint {m)^ mener un plan perpendiculaire à une 
droite donnée. 

Fig. 165. Quand un plan est perpendiculaire à une droite, ses 
traces sont respectivement perpendiculaires aux projections de 
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cette droite'; en oatre, deux plans perpendiculaires à une même 
droite sont parallèles entre eux. 

Par un point de la ligne de terre, menée les perpendiculaires aux 
projections delà droite; ce seront les traces d^un plan e perpendicU" 

laire à cette droite; par le point donné^mence un plan x parallèle à %\ 

ce sera le plan demandé. 

Dans la pratique, il est inutile de construire les traces du plan 

e» car on connaît les directions des droites AA. et f;B. 
U. W ^«^- r.<^ /.^^*^ V pjg jgg ç^^^^ ^^ j^^^.^^ ^^^^ ^^ parallèle au plan H, on 

♦^.c , xc>..j2 . Qifi^t immédiatement la trace horizontale du plan demandé en 

menant par la projection horizontale du point donné une droite 



/ 

r 



Ul^Xi^^Ui.'^f/\ ^ ^*^' 



jtc^iu i,/., (\ i'tux,cxu{4., perpendiculaire à la projection horizontale de la droite donnée 



cvv. (XXV, c. ; 97). 



Intersectton de denx plans. 



_ 195. L'intersection de deux plans est une ligne droite. 

*"^' ^ /ir f Pour la construire, il suffit donc, et c'est en cela que consisie 

- ^ / M^- ^^t^'^- ^^"^ '® problème, d'en trouver deux points, ou un point et la 
,1U ^Uh^<. C^f^^ 2- direction. 

* (^ , 1 r*. :Çr... .. i A / Les principes sur lesquels on s'appuie pour effectuer cette 

^^- ^ '^ découverte sont les suivants: Quand deux plans se coupent, 1^, U 

'J , . , r- point où se coupent leurs intersections avec un troisième est un point 

l'' '' ^ '^ ' ^'^^^ '^ " ' I de leur intersection ; 2®, toute droite située dans Tun ne peut percer 

1 NK «t ^ ,v:/ A H.uV4 I Vautre que sur leur intersection; 3% si leurs intersections avec un 

. o/<.i.\. ;• -^.M».. '♦le, troisième sont parallèles entre elles^ leur i^ersectiofi est parallèle 

[ ' " ' *'* -i***/^'! *^ ' aux deux premières ;QTif\{i i°,quanddeuxplans sont parallèles, leurs 

\ '^ uyf^ . \ intersections avec un troisième sont parallèles entre elles. 

On conclut immédiatement du premier de ces principes que 

K/. . j*'^ - le point où se coupent les traces horizontales est la trace horizontale, 

et le point où, se coupent les traces verticales des deux plans est là 

trace verticale de leur intersection. 

1S6. Ce problème donne lieu aux cas généraux suivants : 






/ If- ■ • ^ . ... 
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«. Les traces se coupent dans les deux plans de projection. ^^ icf 
%. Elles se coapent dans l'un des plans de projection et l'une i^ s-**^ I-fP^^t- 
d'elles fait défaut sur l'autre. ^* Z. ^^T'^ '"""' "''" 

f Elles se coupent dans Tun des plans de projection et sont ^ u..cry/Ly/^ /.aj: 
parallèles entre elles sur l'autre. ^^ //jy- 

<r. Les quatre traces sont parallèles à la ligne de terre. "!:' ^"*;^ "^f^ ': ' ^''^^ 

i. Les plans n'ont que trois traces parallèles à la ligne de terre. '^J^ ^ J^^ir 
C. Les plans n'ont que deux traces parallèles à la ligne de terre. jr^^ z/^- 
,j. Les traces se confondent dans un des plans de projection. ^ ^^'^ ^'*h^J^'/"y *" 
IW. *. Quand les traces des denx plans se coupent respective- '^'^ ^* fw^^'J av<. :^^ 
ment : Par le point a, où se coupent les tracée horizontales, et le ^^?^ ^ ' ^ 
point 6, où se coupent les traces verticales, menez une droite; c'est j, ^/iJ^'k ^ Za \",^\.\ 
Tintersection demandée (fig. 167 à 178). ^/<»/c.:w u r^.^/^.^ t - 



Quand l'un des plans est perpendiculaire au plan H, la pro- ^^}r^'^''* *" 
ction horizontale de Finlcrsèction se confond avec la trace hori- ;^ ; ^; ^/ 
zonlalc du premier plan, et quand les deux traces de l'un des V"* -^/ 



Vif f*o '»^' '^'•'•' 



plans se confondent sur lepure, on agit comme si elles étaient ^-^/^ ^ / /♦ .^/-^^ / , <^ , ...^ 
distinctes. ^ ^ , 

1!88. i3. Quand la trace horizontale de Vun des plans fait F/^://. /,,.\.. ^a.. w/. 
défaut, par le point b où se coupent les traces verticales de ces ^ -^ "^i!"/ ^ -/,.:-,.. ^. 
plans, menez une droite parallèle à la trace horizontale existante ; .^ /,^^./ .i / :^ ... /^ . ', , 
c'est Tintersection demandée (72 ; XXII, d.) (fig. 179 et 180). '^ j;^ ^^/^v^ //. ' ^^ 

On agit d'une manière analogue quand c'est la trace verticale .^!/^V, ."..T,tAT'Vr 
de l'un des plans qui fait défaut (fig. 181 et 182). 
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l!tO. r. Quand les traces des plans se coupent sur Tun des plans / *r,/, ^^ /^ * ^-i ' ' 



X . « 



de projection et sont parallèles sur Tautre, par le point b (fig.' 
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' ' ■ ' • ' / • ^ / 

183) ow a (fig. 184), où se coupent les premières traces, menez une :^^^ ^, ,/, 

i90. ^. Quand Ïe5 quatre traces sont parallèles à la ligne de /^,.,. ,./) ]*",. /^ " - ! 
terre, on coupe les plans donnés par un troisième s, et par le point , ^ ?^ '-""• 
m, où se coupent les intersections ab, a'b' de ce troisième avec les . / "^ ' T, '^' "* , ' '' 
deux premiers, on mène une droite parallèle à la ligne de terre ; c'est '4*. . .. , 
Tintersection demandée (125, 1^ VI, d.) (fig. 186, 186 et 187). , ^ *;-;-/• 

ISl. I. Quund les plans n'ont que trois traces parallèles à la ^^^/r j'^^ 

V 'î^ * ^ • . , . • ^- . 

1 Mi II /• tT. I . t i,. l " IJ - .il*! 
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. ligne de terre, Tim deux estparàUHe à Vun des plans de projection 

^ f ^^ \ "r!4-»v<- \-^ ^ ^<^ ^^ comme dans le cas précédent (fig. 188 et 189). 



2 



ï 









y 



' .'< ^ ^^ 13S. ?;. Quand Tun dfe^ plans manque de trace horizontale et 
^îti-i- -^^-*/ '\ '^ ^* roM^r^de trace verticale^ U n^y a rien à faire y car ces traces sont les 



,t 2- 



' 2;> ^«. projections correspondantes de Tintersection demandée {Rg. 190). 

^ s: 7 ; H, Av. 4 133. Quand les traces des deux plans se confondent dans 

.c.. // ,. i. r^^^'^ '-■ un des plans de projection, cette trace commune est Tintersec- 

• '• -^Z' ■ '"■ tion demandée. 

^ P r u, ^ w^. < A . . c/ 184. Cas singuliers : l® Deoo; des traces se coupent en dehors de 

i, Piu '^ f^-T *'' '- rqptirc (fig. 191). Supposons que les traces verticales se coupent 

' ^ ^ ^ ^ ^ '- *' ^' . en dehors de 1 épure: on coupe l'un des plans n par un troisième 

A '"' " \2;^^^' p' parallèle au deuxième P, on construit Tintersection ap de n et 

vw.. ; .^ =^«- -• : '^" de P', puis par le point a, où se coupent les traces horizontales, on 



* 

■'•'* .W. /^r. 



mène une parallèle à «/s. 
2® Les traces se coupent en dehors de T épure (fig. 192). On coupe 
''^ V^ les deux plans donnés par un troisième parallèle au planV; 

1/ /.,,,. ('-/<"-' •- pour plus de simplicité, on construit les intersections am^ a'm de 



-s '.'»-' 



^ /Z f i/J W /F.r/; 






£, .',.<^£.i-i -^^ '<- ce troisième avec les deux premiers; le point w, où elles secoupent, 

'/,v/< ^-^^ appartient à l'intersection demandée. On construit Tintersection 

ap de l'un de ces plans avec un troisième P' parallèle à P, et 

" ',,, i\ i . .-f< / • ^'.par le point m on mène une parallèle à ap. 

' *,;/": F ^^^-z'-*- 3* Les qucctre traces se coupent en un point de la ligne de terre 

.' ^ i' i ' "^ ^"* (fig. 195). Ce point appartient à l'intersection. Pour obtenir un 

-.. 1 ^ I . r. ' /^ ^ • second point, on coupe les deux plans par un troisième i et l'on 

construit les intersections àb, a'b' de ce troisième avec les deux 

,f7^^iiC^' premiers. 

/ x^'. o^îU*- ^-^^^ 40 Les traces des deux plans sont en ligne droite sur Tépure 

(fig. 194). Dans ce cas, les traces a, b de l'intersection se confon- 
1 ; f V 0, .* <^ ^^^^ ^^^ l'épure et l'intersection est dans un plan perpendîcu- 
^. ,< . / \ r. it-^ii ^^ laire à la ligne de terre; néanmoins elle est déterminée. 

^ ■ ' .- - . ^ ^/ ^'^ Jfon-seulement les traces des plans sont en ligne droite sur 
^ '' ''; [[ ''/ j.S^i Vépure^ mais encore elles se coupent sur la ligne de terre (fig. 19S). 
!,,/ , .;.. f.fu wA^' On agit comme au 3^. L'intersection est encore dans un plan 
^ . j ;: Je "^ < ^i perpendiculaire à la ligne de terre. 
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6^ Vun des plans est représenté par deux droites A, B, 
et Vautie est perpendiculaire à Tun des plans de projection 
(fig. 196). Supposons le second plan perpendiculaire au plan 
H. Les points «, p, où les droites A et B percent ce second plan, 
ont pour projections horizontales les points où les projections 
horizontales de ces droites coupent la trace horizontale de ce 
plan (34, 86). On construit les projections verticales de ces 
points ; la droite passant par ces points est l'intersection deman- 
dée (125, 20). 



_ * 

135. Intersection de trois plans. 

Fig. 197. C'est le point z où se coupent les intersections a&, a^b 
de Tun d'eux avec les deux autres. 



130. Connaissant Vune des projections d'une droite située dans^ 
un plan donné, construire Vautre. 

Fig. 198. On construit l'intersection du plan donné avec le 
plan projetant la droite déterminé par la projection donnée. 



139. Intersection d^une droite avec un plan. 

Tout plan passant par la droite contient le point demandé ; ^^ ^^' 
celui-ci se trouve donc sur l'intersection de ce plan avec celui qui T ' ^ ^* ^ ''^ ^V " 
est donné, aussi bien que sur la droite donnée. /«i.^r ;^<- r.,.« k ^Jo 

Fig. 199, 200 et 201. On construit Tintersection du plan 
donné avec Vun ou Vautre des plans projetant la droite.Le point p^ où 
ceUe-ci coupe cette intersection^ est le point demandé. 

Cas particulier. Quand la droite eit perpendiculaire à Vun des 



j^<' Jti^*^ t t\ , aI 



/ ^ ^' 



/ « ' / A,«rt«' 



A «^ 
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V. 



^y ^0^ plcMS de projection, on mène par cette droite un plan paraUèU ou 

3) ^ > - i^ < ^ r^* ^ oblique à Vautre plan de projection <6g. 202). 

Bemarque. La solution du problème no 105 rentre complète- 
ment dans la solution générale du problème qui vient d'être 
résolu. 



HH^ le 



138. Connaissant une des projections d'un point situé dans un 



\v u II ^ -^' plan, construire Vautre, 



i w n 



..,(,v( 1 ^ •■•'* ^^"^."V 



Fig. 203 et 204. On construit le point où la perpendiculaire 
.; . \ .. (ci^ ^ '^-^'^'^ ^^^^^ ^ i^ projection donnée au plan correspondant perce le plan 
' "'" ^ donwe (137, cas particulier). 






'\' 



130. Par un point {m) mener une droite qui en coupe deux 
autres (A et B) non situées dans un même plan. 

La droite demandée X se trouve dans le plan déterminé par le 
point m et la droite A (I), et le point p où elle coupe l'autre 
droite B est le point où celle-ci perce ce plan. 

Fig. 205. Par le point m et Vune des droites A menez un plan 
(tt8) ; construisez le point p où Vautre droite B perce ce plan, et 
menez la droite passant par les points p et m. 

Observation. Il est inutile de construire les traces du plan 
auxiliaire. On construit l'intersection de ce plan avec l'un des 
plans projetants B par le procédé indiqué au n* 434, O®. 



140. Coi^er deux droites données A, B non situées dans un 
même plan, par une parallèle X à une troisième droite donnée C. 
La droite demandée est dans le plan passant pai* A et parai- 
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lële à G, et lo point où elle coupe B est le point jp où celle-ci perce 
ce plan (XIX, c). 

Fîg. 206. Par la droite A menez un plan parallèle à G (120). 
Construisez le point où la droite B perce ce plaît (137), et par ce 
point p menez une parallèle à G. 

Ménie observation qa'au numéro précédent. 

L'élève peut résoudre ces deux problèmes en construisant les 
traces des plans auxiliaires ; il verra combien les opérations sont 
alors plus compliquées. 
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DES ROTATIONS. 



14t. On a déjà va que le mouvement de rotation est la base 
de la géométrie descriptive, puisque c'est en faisant tourner le 
plan vertical autour de la ligne de terre qu*on Tamène sur le plan 
horizontal ou qu'on le ramène dans sa position. Il est d'autres 
circonstances où Ton peut tirer un grand parti de ce mouvement, 
même lorsqu'il n'est que fictif. 11 est donc très-important de 
résoudre les problèmes élémentaires auquel il donne lieu, d'au- 
tant plus que ces problèmes peuvent être ramenés à un seul 

C'est au moyen des conditions géométriques de ce mouvement 
que l'on parvient à les résoudre. Ces conditions les voici : 

1^ Quand un point tourne autour d'une droite, qui alors est 
appelée axe de rotation, il décrit une circonférence dont le plan 
est perpendiculaire à Vaxe, le centre^ le point oit cet axe perce 
ce plan^ et le rayon la distance invariable du point mobile à 
cet axe. 

Ce plan perpendiculaire à Taxe porte, comme tous ceux qui 
lui sont parallèles, le nom de plan de rotation. 

2® Quand une figure invariable de forme et de grandeur tourne 
autour Sun axe auquel eUe est invariablement liée^ chacun de ses 
points tourne comme s'il était seul, mais les arcs décrits par ces 
points durant un mime temps sont semblables. De sorte que tous ces 
points décrivent simultanément chacun une circonférence ou un 
n« de circonférence, selon qu'ils exécutent une révolution com- 
plète ou un n® de révolution. 

141t. Toutes les rotations proprement dites se font autour d'un 
axe perpendiculaire à Tun des plans de projection. Elles sont 
purement idéales et le^ problème auquel elles donnent lieu peut 
être énoncé de la manière suivante : Connaissant les projections 
ou les traces d'une figure^ construire les projections ou les traces de 
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cette figure en supposant qu^èlle ait exécuté un n^ de révolution 
mUour d'un axe donné perpendiculaire au plan K ou au plan Y. 
143. La solution de ce problème repose sur le principe sai- 

Tant : 

Quand un point tourne autour Sun aae perpendiculaire àVundes 
plans, la projection sur ce plan tourne de la même manière autour 
de cet axe et Varc qu'elle a décrit est à chaque instant égal à celui 
que le point lui-même a décrit, et sa projection sur Vautre décrit 
une parallèle à la ligne de terre (fig. 207). Soit l'axe A perpen- 
dicalaire aa plan MN; m' la projection sar ce plan du point m. 
Soit mp perpendiculaire à Â. Cette droite est parallèle au 
plan MN, et Ton a mp égale et parallèle à qm\ La figure pqm'm 
est un rectangle qui demeure invariable de forme et de grandeur 
en tournant autour d'un de ses côtés pq. Les deux points m, 
m' également éloignés de l'axe, décrivent donc des arcs cons- 
tamment égaux entre eux. 

En outre, le plan de rotation du point m étant perpendiculaire à 
Taxe, est parallèle au plan MN ; le point m est donc toujours à la 
même distance de ce plan et sa projection sur un plan perpendi- 
culaire à MN demeure sur une parallèle à la ligne de terre. 



144. Construire les projections d'un point donné, en supposant 
que ce point fa^se un n^ de révolution dans un sens donné, autour 
d'un axe perpendiculaire au plan horizontal, 

Fig. 208. Du pied de Vaxe commue centre, en partant de la projec- 
tion horizontale du points décrivez dans le sens donné un arc 
d^un n* de circonférence. L'extrémité de cet arc est la projection 
horizontale demandé^. De cette projection menez une droite perpen- 
diculaire à la ligne de terre, et de la projection verticale du point 
menez une parallèle à cette ligne ; le point où se coupent ces deux 
droites est la projection verticale demandée. 
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On agit d'une manière analogue lorsque l'axe est perpendicu- 
laire au plan vertical (fig. 209). 



145. Construire les projections d'une droite donnée^ en suppo^ 
sont que cette droite ait fait un n® de révolution dans un sens donné j 
autour éCun àxe perpendiculaire au plan horizontal. 

Fig. 219. On construit les projections de deux points de la 
droite. 

On prend deux points également distants de l'axe; ainsi Ton ne 
doit décrire qu'une seule portion de circonférence. 



146. Construire les traces d'unpla/n donné, en supposant que ce 
plan ait fait un n^ de révolution dans un sens donnée autour 3!un 
axe perpendiculaire au plan horizontal. 

La trace horizontale étant dans un plan perpendiculaire à l'axe 
est encore la trace horizontale après le mouvement. 

Fig. 211. On fait tourner la trace horizontale du plan ^ et la 
droite qui lui est pardlMe et passant par le point oU Taxe perce le 
plan. 



141. Faire tourner idéalement une droite autour Sun axe per- 
pendiculaire au plan horizontal^ jusqu^à ce qtCelle devienne parais 
Ule au plan vertical. 

Fig. 212. On fait tourner la projection horizontale autour du 
pied de Va^ejusqu^à, ce qu'elle soit parallèle à la ligne de terre. 

Le problème se simplifie quand la droite coupe l'axe car alors 
elle a un point qui demeure fixe. 
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Le lecteur s^assurera que, quand une droite tourne autour 
d'un axe perpendiculaire à un plan, elle fait un angle constant 
avec ce plan. 



146. Faire tatimer idéalement un plan OAdour dCun axe perpen^ 
diculaire ou plan horizontal^ jusqiiCà ce quHl soit perpendiculaire 
au plan vertical. 

Fig. 215. On fait tourner la trace horizontale duplanjusqu^à ce 
qu^élle soit perpendiculaire à la ligne de terre. 

On s'assurera également dece que, quand un plan tourne autour 
d'un axe perpendiculaire à un second plan, l'angle de ces deux 
plans est constant 
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DES RABATTEMENTS. 



149. On sait déjà que, qaand deux plans se coupent, rabaltre 
l'un d'eux, c'est le faire tourner autour de son intersection avec 
l'autre jusqu'à ce qu'il soit appliqué sur celui-ci, et que le redres- 
ser, c'est le ramener dans sa position primitive. 

Le plan étant supposé inflexible et inextensible, toute figure 
située dans le plan mobile se rabat en conservant sa forme et sa 
grandeur. C'est cette propriété qui rend si féconde la théorie des 
rabattements et qui permet, en combinant les rabattements avec 
les redressements, d'effectuer des opérations graphiques non- 
seulement dans le plan vertical, mais encore dans tout autre plan, 
de sorte que l'on peut poser les deux préceptes suivants : 

1° Pour obtenir une figure plane en véritable grandeur, on la 
rabat suivant le plan qui la contient, 

2® Pour exécuter une opération dans un plan quelconque^ on rabat 
ce plan sur le plan horizontal^ on exécute Topération sur celui-ci et 
Von ramène les résultats dans leur position en redressant le plan 
que Von avait rabattu. 

150. Puisque l'on ne peut opérer que sur le plan horizontal, 
tous les rabattements se font immédiatement ou médiatement 
sur ce plan, et l'on nomme rabattement d'une figure la position 
qu'occupe cette figure lorsqu'un plan qui la contient, ayant tourné 
autour de sa trace horizontale, qu'on nomme alors charnière^ 
s'est appliqué sur le plan horizontal. 

Un point et une droite pouvant se trouver dans une infinité de 
plans peuvent être rabattus suivant chacun de ces plans; il 
importe donc de pouvoir distinguer entre ces rabattements ; pro- 
visoirement on désignera le rabattement suivant un plan e par 
cette lettre désignant le plan, précédant immédiatement celle qui 
désigne le point ou la droite; ainsi em^eD signifieront: rabatte- 
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ment suivant le plan e de m ou de D. On verra sans tarder que, 
quand ces rabattements sont exécutés, on peut, avec un peu d'at- 
tention, les dislinguer entre eux. 

tftl. Mais des plans n'existant qu'idéalement ne peuvent pas 
tourner en réalité ; aussi ne les fait-on tourner qu'idéajpment, et 
c'est au moyen des conditions géométriques ie ce mouvement 
que Ton parvient à construire le rabattement d'une figure déter- 
minée. Rigoureusement le problème des rabattements, qui se 
réduit à celui d'un point, devrait être énoncé de la manière sui- 
vante: Déterminer la position qu'occuperait un point, en supposant 
qu*un plan contenant ce point tournât autour de sa trace horieon- 
taie jusqù^à ce quHl coïncidât avec le plan horizontal. 

15S. Quand le sens du mouvement est donné, cette position 
est déterminée. En effet, le rabattement n'est qu'une rotation 
autour de la charnière comme axe (fig. %\S). . «^ . 

Le plan de rotation du point m étant perpendiculaire à la char- 
nière, est aussi perpendiculaire au plan horizontal et sa trace 
horizontale est la perpendiculaire menée à la charnière par la 
projection horizontale du point. Le point demeurant constam- 
ment dans ce plan de rotation s'y trouve encore lorsqu'il est 
en même temps dans le plan horizontal; conséquemment la pro- 
jection horizontale et le ràbaitement d'un point suivant un plan se 
trouvent sur la perpendiculaire menée de cette projection à la trace 
horizontale de ce plan. 

En outre le point, durant son mouvement, demeure sur la cir- 
conférence m, em. Lorsqu'il se trouve dans le plan horizontal, il 
ne peut occuper qu'un des deux points em, e'w, où cette circon- 
férence perce ce plan. Mais quand le plan tourne dans un sens 
déterminé et qu'on l'arrête aussitôt qu'il coïncide avec le plan 
horizontal, il ne peut occuper qu'une de ces positions : em, si le 
plan a tourné dans le sens de la flèche; e 'm, s'il a tourné dans le 
sens opposé. Les deux droites pem et pm sont égales, comme 
rayons d'un même cercle; on peut donc poser : 

Un point se rabat suivant un plan, sur la perpendiculaire à la 
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charnière mmée par la projection horizontale de ce point et à une 
distance de la charnière égale à celle du point lui-même à cette même 
ligne. 



153. Edbattre un point suivant un plan : 1". oblique; 2^. per^ 
pendiculaire au plan horizontal. 

V. Première méthode. Dans le premier cas, on connaît les côtés 
de Tangle droit du triangle m^hm^p et ce triangle peut être con- 
struit. 

Fig. 215. Par la projection horizontale du point on mène la per- 
pendiculaire à la charnière j et Von porte sur cette perpendiculaire^ 
à partir de son pied, une longueur égale à Thypoténuse d^un trian* 
gle rectangle ayant pour côtés de Vangle droit la distance de la 
projection horizontale à la charnière, et celle de la projection verti^ 
cale à la ligne de terre; V extrémité de cette longueur est le rabatte' 
ment demandé. 

Il est très-commode de construire ce triangle au moyen du 
triangle poh qui lui est semblable. 

Deuxième méthode. Par le point menons la parallèle mr à la 
trace verticale du plan ; cette droite est projetée en véritable gran- 
deur en vm, vr. On connaît donc un côté de Tangle droit et l'hy- 
poténuse du triangle rectangle mpr qui demeure invariable pen- 
dant le rabattement ; donc : 

Par le point donné menez une parallèle à la trace verticale du 
plan ; du point r oil cette droite coupe la charnière^ comme centre^ 
avec un rayon égal à vr vm, décrivez une circonférence qui coupe la 
perpendiculaire menée du point hm àla charnière^ en deux points 
em, e'm qui sont les deux rabattements du point donné suivant le 
plan e. 

Quand on ne rabat qu'un point unique, on peut prendre indif- 
féremment em ou %'m pour le rabattement demandé ; mais du 
moment que le choix a été fait pour un premier point, il est fixé 
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poar tous les autres, car tous les points au-dessus du plan hori" 
eontcd se rabattent d!un même côté de la charnière^ et ceux qui sont 
en dessauSy du côté opposé. 

Troisième méthode. De tous les points d'un plan, les plus 
faciles à rabattre après ceux de la charnière qui demeurent 
immobiles, ce sont ceux de la trace verticale, car pour chacun 
d'eux on connaît immédiatement sa dislance au point q où la 
charnière coupe la ligue de terre, et l'on peut appliquer immé- 
diatement la deuxième méthode ci-dessus indiquée. Des points 
également éloignés de la charnière avant le rabattement le sont 
encore après. Ainsi donc : 

Par le point donné, menez une parallèle à la charnière; rabattes 
la trace verticale p de cette droite auxilicKre ; par e^ menez une 
parallèle à la charnière; le point oî^ cette parallèle coupe la 
perjiendiculaire à la même ligne menée par hm est le rabattement 
demandé. 

La parallèle à la charnière menée par em est le rabattement 
de la droite mp ; on peut donc dire que, pour trouver le rabatte^ 
ment d!un point situé sur une droite déjà rabattue, on mène de la 
projection horizontale de ce point la perpendiculaire à la charnière ; 
le point oit cette perpendiculaire coupe le rabattement de la droite 
est le rabattement demandé. 

Quand on emploie la première méthode, on ne construit pas 
explicitement le triangle rectangle indiqué; on prend hm.p qv^on 
porte en xx' sur la ligne de terre, et l'on prend la distance x'vm 
que l'on porte en|>em. On ne charge pas, de cette manière, l'épure 
de lignes inutiles. Il est vrai qu'elle n'indique pas la marche suivie 
pour résoudre le problème, mais cela n'est utile que pour les 
épures théoriques. 

2^. Quand le plan de rabattement est perpendiculaire au 
plan H, la distance d'un de ses points à la charnière est égale à 
la distance de la projection verticale de ce point à la ligne de terre; 
donc (fig. 216) : Le rabattement du point est sur la perpendiculaire 
menée à la charnière par la projection horizontale du point, à une 
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distance de celle-ci égale à celle de la projection verticale du même 
point à la ligne de terre. 



154. Rabattre une droite. 

Fig. 217. Cela revient à rabattre deux points de cette droite, 
et, autant que possible, on choisit les deux ti*aces. 



155. Redresser un point. 

Quand le plan de rabattement est perpendiculaire au plan 
horizontal, en menant du rabattement donné em (fig. 216) la per- 
pendiculaire à la charnière, on a la projection horizontale du 
point et la distance de la projection verticale à la ligne de terre ; 
donc le problème est résolu. 

Quand le plan est oblique au plan horizontal, il faut pouvoir 
construire le triangle mphm (fig. 214). On connaît l'hypbténuse 
mp qui est égale à i?ew, et Ton connaîtra l'angle mphm en con- 
struisant le triangle semblable jpot, dont on connaît j>o, o&etTangle 
poh qui est droit. 

Quand la trace verticale du plan de rabattement est rabattue, 
ce qui a presque toujours lieu quand on veut faire un redresse- 
ment, par em on mène une parallèle à la charnière, le point où cette 
parallèle coupe le rabattement de ve est le rabattement de la trace 
verticale p d'une parallèle à la charnière, contenant le point m. 
En menant de 03 la perpendiculaire à la charnière, on a immédia- 
tement /ï0,qui doit être sur la ligne de terre; on en déduit 3 même, 
qui se trouve sur ve, et les projections de la droite auxi- 
liaire (103, lo). On applique ensuite le principe suivant : Quand 
on veut obtenir la projection horijsontale â^un point situé sur une 
droite dont le rabattement est construit^ par le rabattement donné 
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onmène la perpendicfdaire à la charnière. Cette perpendiculaire 
coupe la projection horizontale de la droite au point demandé. 



166. Redresser une droite. 

Fig. S17. Cela revient à en redresser deux points, et autant 
que possible on choisit les traces. La trace horizontale étant le 
point où le rabattement de la droite coupe la charnière, et le rabat- 
tement de la trace verticale, celui où il coupe le rabattement de 
la trace verticale du plan de rabattement. 

157. En supposant le plan vertical redressé, on peut rabattre 
sur lui comme sur le plan H. Les rabattements effectués sur le 
plan y sont entraînés avec celui-ci sur le plan H . Il suffit, dans 
les procédés indiqués, de changer vertical en horizontal et réci- 
proquement, pour avoir les procédés relatifs au plan vertical. 
Sauf indication contraire, les rabattements qui suivront seront 
toujours effectués sur le pian H. 

158. Nota. Quand le plan de rabattement est perpendiculaire 
au plan vertical, les opérations sont plus simples, parce que les 
distances à la charnière se projettent verticalement en véritable 
grandeur. 



159. Connaissant la projection horizontale et le rabattement 
Sun point suivant un plan dont la trace horizontale est donnée^ 
construire Vautre projection du point et Vautre trace du plan. 

Fig. 214 et 215. On connaît alors la base du triangle rectangle 
pmhm: le côté jpAm, dont la position est également donnée, et 
Thypoténuse jpmc=spem. Ce triangle peut donc être construit, 
ensuite la projection vm^ puisqu'on sait qu'elle se trouve sur la 



— 62 — 

perpendiculaire menée à la ligne de terre par hm et à une dis- 
tance de cette ligne de terre égale à la baufeur hmz du triangle 
construit. La projection verïicale du point étant construite, on 
peut mener la droite mp parallèle à la charnière et, par suite, 
la trace verticale du plan e. 

Il est entendu que, pour ce problème comme pour les suivants, 
le sens du rabattement est connu. 



lOO. Connaissant la projection verticale et le rabattement à*un 
point suivant un plan dont la trace horizontale est connue^ trouver 
Vautre projection du point et Vautre trace du plan. 

Fig. 215. La projection horizontale demandée se trouve sur la 
perpendiculaire menée à la ligne déterre par vm et sur la perpen- 
diculaire menée à he par em. Cette projection déterminée, on 
construit la trace verticale demandée comme au problème pré- 
cédent. 



IBt. Connaissant les projections et le rahaitement éCun point 
suivant un plan inconnu^ déterminer ce plan. 

Fig. 214 et 215. La trace horizontale demandée devant être 
perpendiculaire à hm. em, il suffit d'en connaître un point, p\ par 
exemple. Or on peut construire sur place le triangle pmhm^ puis- 
que, outre Tangle droit, on connaît la hauteur vmx==^hmz et la 
somme ou la différence em.hm des deux autres côtés. (On joint 
aem et Von mène une perpendiculaire au milieu de cette droite; elle 
fasse par le point p.) Le points étant construit, on obtient Ae et 
Ton achève comme aux deux numéros précédents. 
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16S. Connaissant les rabattements Sun point suivant deux 
plans dont les traces horizontales sont données^ construire les pro- 
jections de ce point et les traces verticales de ces plans. 

Fig. âi8. La projection horizontale demandée est le point où 
se coapent les perpendiculaires menées des rabattements donnés 
à leurs charnières respectives. Cette projection construite, on re- 
tombe sur le problème n"" 438; Le problème n'est possible que si 
aicmasOfm, car une même portion de droite am se rabat toujours 
en vraie grandeur. 
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DES CHANGEMENTS DE PLANS DE PROJECTION. 



163. Oa a va que, dans bien des cas, les deux plans ordinai- 
res de projection ne suffisent pas; il faut donc alors recourir au 
moins à un troisième. Il est beaucoup d'autres cas où les opéra- 
tions que l'on doit exécuter pour résoudre un problème sont tel- 
lement simplifiées en changeant de plan, que, malgré celles qui 
sont indispensables à ce changement, il y a avantage à 
l'employer. 

Le but des changements de plans de projection est donc: l"», de 
suppléer à l'insuOisance des plans ordinaires ; 2*, de simplifier, 
par un choix convenable de nouveaux plans, les opérations 
à exécuter pour résoudre un problème. 

104. Ce changement est assujetti à quelques conditions dont 
il faut bien se pénétrer ainsi que de quelques définitions. 

D'abord, nous appellerons système de projections les projec- 
tions sur deux plans perpendiculaires entre eux. Chaque système 
est caractérisé par sa ligne de terre, c'est-à-dire par l'intersection 
des deux plans qui le constituent. 

Un nouveau plan vertical, qui sera toujours désigné par Y', V", 
etc., sera toujours perpendiculaire au plan horizontal, que nous 
considérerons comme le plan fondamental, et il sera toujours 
rabattu sur ce plan, sauf le cas indiqué plus loin. 

Quand on emploie simultanément plusieurs plans verticaux, 
chacun d'eux constitue avec le plan fondamental un système dont 
la ligne de terre est la trace horizontale AY, hT, de ce plan ver- 
tical. 

Quand on change de plan horizontal, le nouveau plan horizon- 
tal, que Ton désigne cependant par H', n'est jamais parallèle à l'an- 
cien. On le rabat sur le plan vertical avec lequel il forme un 
système dont la ligne de terre est sa trace, vH' ou v'E\ dans ce 
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plaû vertical auquel il doit être perpendiculaire et avec lequel 
on le suppose entraîné sur le plan fondamental. 

10&. Pour la résolution d'un problème, on n'emploie jamais 
plus d'un nouveau plan vertical et d'un nouveau plan horizontal. 
Il peut arriver que l'on change (fig. 219) : 

1% De plan V seulement ; on a alors deux systèmes V,H 
ayant| pour ligne de terre AV, et H,V' ayant pour ligne d(î 
terre AV; 

2®, De plan H seulement ; on a encore deux systèmes H,V 
ayant pour ligne de terre vH, et V,H' dont la ligne de terre 
estt;H'; 

50, D'abord de plan V, puis de plan H. On a, dans ce cas, trois 
systèmes : 

1^, V,H ayant pour ligne de terre KV. 
2% H,V' i> hr. 

3«, V'H' » v'H'. 

Mais lorsqu'il s'agit de représenter un objet un peu étendu, on 
a souvent recours à plusieurs plans verticaux qui sont tous ra- 
battus sur l'un d'eux, avec lequel ils sont entraînés sur le plan 
fondamental ; de cette manière, toutes les verticales, au point de 
vue physique, sont représentées par des verticales sur l'épure. 

Dans tous les cas, les nouvelles projections ou traces sont indi- 
quées par les caractéristiques v', t?", A'. 

Quel que soit un système de plans de projection perpendicu- 
laires entre eux, non-seulement les projections d'un même point 
sont sur une perpendiculaire à la ligne de terre, mais encore la 
distance de ce point à l'un des plans est égale à celle de sa pro- 
jection sur l'autre à la ligne de terre. Conséquemment : deuxprc- 
jections verticales sont à la même distance du plan horijsontalj et 
deux projections horizontales sont à la même distance du plan ver- 
tieal, commun aux systèmes correspondant à ces deux projec- 
tions. 
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fl06. Construire la projection cTun point sur un nouveau plan. 

Fig. 220, 221 et 222. De la projection que Von conserve on mène 
la perpendiculaire à la nouvelle ligne de terre. On porte sur cette 
perpendiculaire^ à partir de son pied, d'un côté ou de Vautre, sui^ 
vont le sens du rabattement du nouveau plan, une longueur égale à 
la distance de la projection que Von abandonne à la ligne de terre 
correspondante; V extrémité de cette longueur est la projection 
demandée. 

Dans les figares 220 et 221, on n'a changé que de plan vertical 
ou horizontal. Dans la fig. 222, on a d*aborcl changé de V et 
ensuite de H. Les deux premières sont théoriques et la dernière 
pratique. 



167. Coiistruire la projection d'une droite sur un nouveau 
plan, 

Fig. 223, 224 et 225. On construit les nouvelles projections de 
deux points de la droite. 
Dans la figure 223 on a changé de plan vertical. 
^ 224 >> x> horizontal. 

i> 225 >' >^ vertical, puis de plan 

horizontal. 



108. Construire la trace d'un plan y avec un nouveau plan de 
projection. 

La trace d'un plan dans un des plans de projection étant l'in- 
tersection de ces deux plans (fig. 226, 227 et 228): Rabattez, sui- 
vant le nouveau plan de projection (164), Vintersection de ce plan 
avec le plan donné. 
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169. Choisir un nouveau plan tel qiCil soit parallèle à une 
droite donnée. 

Fig. 229. Si Ton veut un nouveau plan vertical, il suiSt que la 
nouvelle ligne de terre soit parallèle à la projection horizontale 
de la droite; si Ton veut un nouveau plan horizontal, on prend 
cette ligne parallèle à la projection verticale de la droite. 



ilO. Choisir un nouveau plan tel qu'il soit perpendiculaire à 
une droite parallèle à Vun des plans de projection, 

Fig. 230 et 231. Si la droite est parallèle au plan horizontal, on 
prend un nouveau plan vertical et il faut que la nouvelle ligne de 
terre soit perpendiculaire à la projection horizontale de la 
droite (42). La nouvelle projection verticale est un point situé à 
la même distance de la nouvelle ligne de terre que l'ancienne, de 
l'ancienne ligne de terre. 

Si la droite est parallèle au plan vertical, c'est un nouveau 
plan horizontal que Ton prend, et la nouvelle ligne de terre doit 
êlrc perpendiculaire à la projection verticale de la droite. 



•îl. Choisir un nouveau système tel que Vun des plans soit pa- 
rallèle et Vautre perpendiculaire à une droite donnée, 

Fig. 232. On prend le nouveau plan vertical parallèle et le 
nouveau plan horizontal perpendiculaire à la droite donnée. 



112. JPi'endre un nouveau plan perpendiculaire à un plan 
donné. 

Fig. 253. Si l'on veut un nouveau plan vertical, la nouvelle 
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ligne de terre doit èlre perpendiculaire à la trace horizontale, et 
si c'est un nouveau plan horizontal, elle doit être perpendicu- 
laire à la trace verticale du plan donné (97). 



193. Au moyen de ce qui précède, on peut résoudre tous les 
problèmes roulant sur le point, la droite et le plan. 

Nous allons résoudre ceux qui se présentent le plus souvent 
dans les applications, et auxquels on peut ramener tous le& 
autres. 
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MESURE- DES DISTANCES. 



194. Toutes les mesures de distances se ramènent à la déter- 
mination de la distance de deux points. Les principes sur les- 
quels repose cette détermination sont les suivants : 

i^ La distance de deux points est Thypoténuse â^un triangle 
rectangle ayant pour hase la droite joignant les projections de ces 
points sur un plan, et pour hauteur la différence des distances de 
ces points à ce plan^ s'ils sont d'un inême côte^ ou la somme de ces 
distances, sHls sont de part et Vautre de ce plan. 

Fig 234 et 235. Soient a' et &' les projections de a et de & sur 
le plan P ; menons ac parallèle à a'b\ On a W perpendiculaire à 
a'V et par suite à ac. En outre 

hc=bV+cV^hb^+aa'. C. Q. F. D. 

2^* Quand une droite est parallèle à un plan^ chacune de ses 
portions se projette en véritable grandeur sur ce plan. 

3** Une portion de droite se rabat en véritable grandeur, quel que 
soit le plan de rabattement. 



Distance de deux points. 

I9S. Quand la droite passant par ces points est parallèle 
Fun des plans de projection, il n'y a rien à faire, puisque la dis- 
tance demandée existe déjà sur ce plan. 

Quand il n'en est pas ainsi, on emploie Tune des méthodes 
suivantes : 

1^ Méthode (fig. 236 et 237). Construisez le triangle rectangle 
hm.hn.p, ayant pour base la droite joignant les pi'ojections horùson" 
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taies de ces points et pour hauteur la différence ou la somme des 
dislances des projections verticales à la ligne de terre^ selon que 
ces projections verticales sont d^unmêfne côté ou de part et d* autre 
de cette ligne. On construit le triangle analogue ayant pour base 
la droite joignant les projections verticales de ces points ; les 
deux distances obtenues devant être égales, on a ainsi une vérifi- 
cation, ce qui est indispensable, aucun résultat ne pouvant être 
accepté s'il n'a été vérifié. 

2« Méthode (fig. 238). Faites tourner la droite joignant ces points 
autour Sun axe perpendiculaire au plan H jusqu'à ce qu'elle soit 
parallèle au plan V, ou autour Sun axe perpendiculaire au plan V 
jusqu'à ce quelle soit parallèle au plan H (147). 

On prend toujours un des axes passant par un des points et le 

second passant par l'autre point. On construit ainsi deux fois 
la distance, afin d'avoir une vérification. 

3* Méthode (fig. 239 et 240). On rabat les points donnés sui- 
vant chacun des plans projetant la droite qui les contient^ ou sui^ 
vant un autre plan n qui les contient. 

4« Méthode, (fig. 241). On projette les plans sur un nouveau 
plan vertical et un nouveau plan "horizontal indépendants entre eux 
mais parallèles à la droite joignant ces points (169). 



•16. Déterminer sur une droite donnée les deux points (x,y) 
situés à une distance donnée p, d'wi point m de cette droite. 

Fig. 242. Rabattez la droite donnée suivant son plan projetant 
sur H; du rabattement du point m comme centre avec un rayon =p, 
décrivez une circonférence ; les deux points où elle coupe le rahaUe^ 
ment de la droite sont les rabattements des deux poiyUs demandés 
que Von redresse ensuite (149, 2°). 
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1 W. Construire le symétrique (x) cTun point m pcMr rapport à un 
point p. 

Deux points sont symétriques relativement à un troisième 
quand celui-ci est le milieu de la droite joignant les premiers. 

Fig. 243 (62). De la projection horizontale de p comme centre 
en partant de hm^ décrivez une circonférence. Le deuxième point 
où cette circonférence coupe la projection horizontale de la droite 
mp est la projection horizontale du point demandé. Faites la même 
chose sur les projections verticales. 

Comme vérification, les deux projections trouvées doivent 
èîre sur une perpendiculaire à la ligne de terre. 



tî8. Déterminer sur une droite donnée les deux points x^y^ à 
une distance donnée p, d^un point m, extérieur à cette droite. 

Fig. 244. Rabattez^ suivant le plan n qu^ils déterminent^ le point 
et la droite (H8, loo, 154). Du rabattement du point m comme 
centre^ avec un rayon =p, décrivez une circonférence. Les deiixpoints 
où elle cotipe le rabattetiient de la droite sont les rabattements des 
points demandés que Von redresse ensuite. 



Distance de deux droites. 

179. La distance de deux droites est la portion qu'elles inter- 
ceptent d'une perpendiculaire commune. 

180. Distance de deux droites parallèles. 

Lorsque les deux droites sont parallèles, non-seulement leur 
distance est la portion qu'elles interceptent d'une perpendiculaire 
commune, mais encore elle est égale à la distance de leurs pieds 
dans un plan qui leur est perpendiculaire. On peut donc distin- 
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guer trois cas généraux de ce problème : «. les deux droites 
sont perpendiculaires à l'un des plans de projection ; p. elles sont 
parallèles h Tun de ces plans ; 7. elles sont quelconques. 

A. Qtmnd les deux droites sont perpendiculaires à Vun des plans 
de projection^ la distance demandée est celle de leurs projections sur 
ce plan. 

p. Fig. 245 et 246. Qtcand les droites sont parallèles à Vun des 
plans de projection^ on prend un nouveau plan qui leur soit per- 
pendiculaire^ et la distance demandée est celle de leurs nouvelles 
projections (1 70). 

7. Fig. 247. Quand les droites sont quelconques, on les rabat sui- 
vant le plan qu^élles déterminent (109 et suivants, 154) ; la distance 
demandée est celle de leurs rabattements. 



181. Distance de deux droites quelconques. 

Fig. 248. Soient A el B les deux droites données et mn la dis- 
tance demandée. On a mn perpendiculaire à A et à B. 

Par le point m, menons B' parallèle à B ; mn sera aussi per- 
pendiculaire à B' et par suite au plan n déterminé par les deux 
droites A et B' et qui est parallèle à B. 

Le plan bnm passant par nm perpendiculaire au plan n est lui- 
même perpendiculaire à ce dernier. La droite bp menée d'un 
point de B perpendiculairement à n a donc son pied sur B', l'in- 
lerseclion de ces deux plans. 

Mais le plan n peut être construit à priori^ puisqu'il passe par 
A et qu'il est parallèle à B. Ce plan construit, on peut mener la 
droite bp qui lui est perpendioulaire, déterminer le point jp, puis 
le point m, et finalement mn. Conséquemment : 

Fig. 249. Par Vune des droites. A, menea un plan n parallde 
à Vautre B (120); par un point J, de celle-ci menez une per- 
pendiculaire au plan auxiliaire (104); dAerminez le pied de 
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cette perpendiculaire (154); par ce pied p, menés une droite B' 
parallèle à B (103) ; par le point m, où cette droite B' coupe la 
pigiemière A, menejs une seconde perpendiculaire au plan n: c'est 
la perpendiculaire commune aux droites données, et la distance 
demandée est celle des point m et n où elle coupe ces deux droites. 

Cas particulier. Une des droites est perpendiculaire à un des 
plans de projection. 

Fig. 2S0. Lorsqu'une des droites, A par exemple, est perpen- 
diculaire au plan vertical, il suffit de mener de vk une perpen- 
diculaire à t;B ; on a la projection verticale de la perpendiculaire 
commune aux deux droites données, et il est facile d'en obtenir 
la projection horizontale, puisque cette droite est parallèle au 
plan vertical. Le lecteur se rendra facilement compte de la simpli- 
fication qu'éprouvent les constructions. Il cherchera la solution 
la plus prompte pour le cas où Tune des droites est parallèle à 
l'un des plans de projection, et il s'assurera s'il y a avantage à 
prendre un nouveau système de plans, tel que l'un soit parallèle 
et l'autre perpendiculaire à Tune des droites, quand celles-ci sont 
obliques aux doux plans de projection. 



18S. Mener dans un plan n, à une distance donnée p, les deux 
parallèles X, r, à une droite D donnée dans ce plan. 

Fig. 251. Eabattcjs, suivant leplann, la droite donnée id'un point 
du rabattement obtenu comme centre avec un rayon == p, décrivez 
une circonférence ; les deux tangentes menées à cette courbe, paral- 
lèlement au rabattement de D, sont les rabattements des droites de- 
mandées que Von redresse ensuite. 
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Distance d'un point à nne droite. 

183. La distance d'un point à une droite est la partie limitée 
par ce point et cette droite de la perpendiculaire menée de ce 
point à cette droite. II faut donc construire celte perpendiculaire. 
11 peut se présenter trois cas : a. la droite est perpendiculaire ; 
3. parallèle à II ou à V ; 7. quelconque. 

*. Fig. 252. Qna7id la droite est perpendiculaire au plan verti- 
caly la projection verticale de la perpendiculaire demandée est la 
droite qui passe par les projections verticales des données, et la pro- 
jection horizontale est la parallèle menée à la ligne de terre par la 
projection horizontale du point donné. 

p. Fig. 233. Quand la droite est parallèle au plan horizontal, de 
la projection horizontale du point oti mène une droite perpendicu- 
laire à la projection horizontale de la droite donnée, et Von a la 
projection horizontale non-seulement de la perpendicidaire deman^ 
dce, maise7icore du point oit elle coupe la droite donnée, La projec- 
tion verticale est donc facile à construire, 

7. Fig. 2oi. Qu^and la droite est oblique aux deux plans, on la 
rabat avec le point donné suivant le plan qu'ils déterminent, et du 
ràbaltemeyit du point on mène une perpendicidaire au rabattement 
de la droite; on a immédiatement la distance demandée et le rabatte" 
ment de là perpendiculaire demandée. 



Distance de deux plans parallèles. 

t84, La dislance de deux plans parallèles est la portion qu'ils 
interceptent d'une perpendiculaire comniune. Elle est égale à la 
distance des intersections de ces plans avec un troisième qui 
leur est perpendiculaire. La recherche de cette distance présente 
deux cas généraux : les deux plans sont a. perpendiculaires à 
Tun des plans de projection ; p. quelconques. 
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«. Fig. 255. Quand les deux plans sont perpendiculaires à Vun 
des pleins de projection^leur distance est égale à celle de leurs traces 
sur ce plan. 

p. Quand les deux plans sont quelconques (fig. 256 et 257), on 
prend un nouveau plan vertical qui leur soit perpendiculaire (172) 
d la distance demandée est égale à celle des nouvelles traces verti- 
cales. 



185. Construire les deux plans parallèles à un plan donné eé à 
une distance donnée de ce plan. 

et. Fig. 258. Le plan n dontié est perpendiculaire au plan V. On 
mène à la distance donnée p les parallèles à la trace verticale 
du plan donne et Ton a les traces verticales des pjans ï,* de- 
mandés. 

p. Fig. 259. Le plan n est quelconque. On prend un nouveau 
plan vertical perpendiculaire au plan donné, et l'on revient au 
cas précédent. 



t86. Déterminer sur une droite donnée D les deux points x^y 
à une distance donnée p d!un plan donné n. 

Fig. 260. On construit les deux plans r, «, parallèles au plan 
" et à la distance donnée. Les points où la droite donnée perce ces 
deux plans sont ceux que Ton demandait. 



187. Mener dans un plan n les deux parallèles à un plan P et 
à une distance donnée p. 
On construit les deux plans t,«, parallèles au plan P et à la dis- 



4 
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tance p. Puis les intersections X,Y, de ces plans avec le plan n. 
Ces intersections sont les droites demandées (XXH, a., f). 



I>i8tance d'un point à nn plan. 

188. La distance d'un point à un plan est la portion com- 
prise entre ce point cl ce plan de la perpendiculaire menée de 
ce point à ce plan. 

En se reportant au n^ 27, on reconnaît que, quand deux plans 
sont perpendiculaires entre eux^ la distance dun point à Vun est \ 

égale à la distance de sa projection sur Vautre à Vintersectiofi de 
ces plans. 

La détermination de cette distance offre donc deux cas, selon 
que le plan (a) est ou (p) n'est pas perpendiculaire à Tun des 
plans de projection. 

a. Fig. 261. Quand le plan donné est perpendiculaire à Vun 
des plans de projedimi, la distance demandée est égale à celle de la 
projection du point sur ce plan à la trace analogue du plan 
donné. 

p. Fig. 262. Quand le plan est quiconque, on prefid un nouveau 
plan vertical^ et la distance demandée est égale à celle de la nour 
velle projection à la nouvelle trace verticale. 

189. Déterminer le symétrique x d!un point m par rapport à 
un plan n. 

Deux points sont symétriques par rapport à un plan, quand 
celui-ci est perpendiculaire au milieu de la droite qui les joint. 

Par le point m on mène une droite perpendiculaire au plan 
donné {iOi); on construit le pied de cette perpendiculaire (iZl) y 
puis on détermine le symétrique x du point m relativement à ce 
pied {ni). 
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Angle de deux droites. 

t90. Powr construire en véritable grandeur un angle domine 
par les projections de ses côtés, on rabat ceux-ci suivant le plan 
quHls déterminent (fig. 263). 

Quand le plan contenant cet angle est parallèle à Tun des plans 
de projection, il n'y a rien à faire, car cet angle est projeté en 
vraie grandeur sur ce plan. 



101. Bissectrice d'un angle donné. 

Fig. 26*. Après avoir construit en véritable grandeur Vangle 
donné en le rabattant y on en mène la bissectrice, qui est le rabat- 
tement de la droite demandée. 



19S« Par un point mener les deuxr droites coupant une troisième 
Sliivant un angle donné. 

Fig. 264. Rabattez la droite et le point donnés suivant le plan 
qu'ils déterminent. Du rabattement du point menez les droites fai- 
sant Vangle donné avec le rabattement de la. droite. Ce sont les ra- 
battements des droites demandées, que Von redresse ensuite. 



193. Angle de deux droites quelconques. 

Lorsque deux droites ne sont pas dans un même plan, on 
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conçoit néanmoins une différence entre leurs directions, et c'est à 
cette différence que correspond l'idée de l'angle de ces droites. 
Cette différence est égale à l'angle que fait l'une de ces droites 
avec une parallèle à l'autre, menée par un point de la première. 
Cette conception est le fondement de la mécanique analytique, 
où chaque force est remplacée par ses composantes parallèles à 
trois axes qui, le plus souvent, sont perpendiculaires entre eux. 

Angle de deux plans. 

i©4. L'angle de deux plans a pour mesure l'angle des inter- 
sections de ces plans avec un troisième perpendiculaire à leur 
intersection. De sorte que, pour obtenir l'angle de deux plans, il 
faut : 1% construire leur intersection ; 2^, mener un plan perpen- 
diculaire à cette intersection ; 3% déterminer (es intersections de 
ce plan auxiliaire avec les deux premiers; 4% construire l'angle 
de ces intersections. En réalité, les constructions sont beaucoup 
plus simples qu'on ne le croirait en lisant ce programme, et Ton 
peut rencontrer les cas généraux suivants ; 

a. Angle d'un plan n avec l'un des plans de projection, n est 
a. perpendiculaire, : . oblique à l'autre plan de projeclion. 

ft. L'inlersection des deux plans est parallèle à l'un des plans 
de projection et a. perpendiculaire, p. oblique à l'autre plan de 
projection. 

c. L'inlersection des deux plans est parallèle à la ligne de terre. 

(2. » » oblique aux deux plans de 

projection. 



105. a. a. Fig. 263. Quand un plan est perpendiculaire à Vun 
des plans de projection^ Vangle qxCil fait avec Vautre a pour mesure 
Vanglc de sa trace sur le premier avec la ligne de terre. 
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196. a, p. Fig. 266. Pour construire Vangle d'un plan quel- 
conque avec Tun des plans de projection^ on emploie un nouveau plan 
perpendiculaire à ce plan de projection ; Vangle demandé a pour 
mesure Vangle de la nouvelle trace avec la nouvelle ligne de terre. 



199. b. a. Quand deux plans sont perpendiculaires à un des 
plans de projection^ Vangle quHls déterminent apour mesure Vangle 
de leurs traces sur ce plan de projection (fig. 267, 268, 269 
et 270)., 



198. b. p. Quand Vintersection des deux plans est parallèle à 
Vun des plans de projection, on prend un nouveau plan perpendicu- 
laire aux traces dans ce plan et Vangle demandé apour mesure 
Vangle des nouvelles traces {^^, 271, 272, 273, 274, 275, 276, 
277 et 278). 



199. c. Quand Vintersection des deux plans est parallèle à la 
ligne de tcrre^ comme dans le cas précédent^ on n'a pas besoin de 
construire cette intersection, seulement le nouveau plan est perpen- 
diculaire à la ligne de terre (fig. 279, 280, 281 et 282). 



SOp. d. Quand Pintersection des deux plans est oblique aux 
plans de projection : 

Fig. 283. Soit ab cette intersection ; ms, ns et os les intersec- 
tions d'un plan s perpendiculaire en 5 à aJ, avec les plans P, n . 
donnés et le plan * projetant àb sur le pian horizontal. On a àb per- 
pendiculaire à ces trois droites ms^ ns et os, et l'angle, à construire 
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en vraie grandeur est l'angle fnsn. Le problème serait résolu si 
le triangle msn était construit en véritable grandeur. 

Or on connaît la base mn de ce triangle et le pied o de la 
hauteur correspondante, et, pour le construire, il suffirait de con- 
naître la hauteur os elle-même ou le côté ms. 

Les deux droites os, aJ, perpendiculaires entre elles, le seraient 
encore si on les rabattait suivant le plan *. 

Mais ab peut être rabattue immédiatement suivant ce plan, et 
puisque le rabattement de os doit être perpendiculaire au rabat* 
temeut de àb et qu'il doit partir du point o, rien n'empêche de le 
construire. 

Quant au côté ms^ il se rabat suivant le plan P, perpendiculai- 
rement au rabattement de ab suivant le même plan. Or ab peut 
être immédiatement rabattue en apb suivant le plan P,et en menant 
du point s une perpendiculaire à apb, on obtient en mps lé rabat- 
tement et la véritable grandeur de ms. 

Construisez la projection horizontale de Vintersection, Menez à 
cette projection une perpendiculaire en un point o, et qui en général 
coupe les traces horizontales des plans donnés enm^n. ' 

Première méthode (fig. 284). Babattez Vintersection suivant son 
plan projetant ♦ sur H ; du point o menez une perpendiculaire au 
rabattement obtenu. Faites tourner le pied *s de cette perpendicu- 
laire auiour du point jusqu^à ce qu'il soit enis sur la projection 
horizontale de Vintersection; joignez is à met an; V angle m^sn est 
la mesure demandée. 

Deuxième méthode (fig. 28S). Babattez Vintersection suivant le 
planV \du point m menez la perpendiculaire au rabattement obtenu; 
faites tourner le piedps de cette perpendiculaire autour du point m, 
de manière à V amener en is sur la projection horizontale de Vinter^ 
section; Vangle misn est encore Vangle demandé. 

En construisant le triangle au moyen du côté ns, ou en com- 
binant les deux méthodes, on obtient une vérification. 

La première méthode a été employée pour les figures 286 
à 291 incluses. 



— 81 — 

SOI. Cas particuliers, a. La trace horizontale du plan s peut 
^tre parallèle & celle de Tun des plans donnés ; p. les traces des 
deux plans se confondent sur Tun des plans de projection ; ^ . les 
traces des deux plans sont en ligne droit sur l'épure ; ^. elles se 
coupent sur la ligne de terre ; >. elles se coupent sur la ligne 
de terre et sont en ligne droite sur Tépure ; c . elles se coupent 
en dehors de l'épure ; d. enfin l'un des plans passe par la ligne 
de terre et un point donné. 



90!K. a. Fig. 292 et 295. Qmnd h£ est paràOèle à %n, Vinter- 
section des plans letn est parallèle àhn etse rabat suivant z, selon 
la parallèle menée deisàhn. 



!t03. p. Quand les traces se confondent sur un des plans de 
prcjectùm^ cette trace commune est elle-même Vintersection de ces 
plans. 

Lorsqu'elle est perpendiculaire à la ligne de terrCj T angle de^ 
mandé a pour mesure V angle des traces verticales (fig. 294), ou 
celui des traces horizontales (fig. 295), selon qu'elle est dans le 
plan horizontal ou dans le plan vertical. 

Quand elle est oblique ou paràUèie à la ligne de terre (fig. 296, 
297 et 298), on prend un nouveau plan vertical si cette trace 
commune est horizontale^ ou un nouveau plan horizontal si elle est 
verticale^ et V angle demandé a pour mesure VangU des nouvelles 
traces. 



%0-%. 7. Quand les traces des deux plans sont enligne droite sur 

e 
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Vépure^ les points a et h se confondent sur celle-ci, mais ils sont 
réellement distincts ; rien n'efnpêche donc de rabattre l'intersection 
suivant son plan projetant sur h, et Von peut prendre la ligne de 
terre comme trace horizontale du plan s (fig. 299). 



205. ^. Quand les quatre tracée se coupent sur la ligne de terrCj 
les traces de Vintersection se confondent réellement au point com^ 
mun à ces traces^ et^ pour rabattre cette intersection^ on construit 
un second point i (fig. 300). 

On pourrait couper l'un de ces plans par un troisième, paral- 
lèle à l'autre (XXIF, e.), et construire l'angle de ce troisième avec 
le premier. 



206. e. Q^and les traces sont en ligne droite et se coupent sur 
la ligne de terre, on construit un second point n de Vintersection 
(fig. 501), et Von procède comme au cas précédent. 



S09. ç. Quand les traces des deux plans se coupent en dehors de 
VépurCy on coupe Vun de ces plans par un troisième^ parallèle à 
Vautre, et Von construit Vangle de ce troisième avec le premier. 



SOS. 1]. Quand Vun des plans n passe par la ligne de terre et un 
point donné w, on prend un nouveau plan vertical passant par le 
point w et perpendiculaire à la ligne de terre^ et Von achève la réso^ 
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lution au moyen du nouveau système de plans de projection 
(fig. 302). 



200. Plans bissecteurs ï,r' des angles de deux plans. 

Le plan bissecteur d'un coin contient Tarète de ce coin. 11 suf- 
fit donc de construire une deuxième droite située dans ce plan 
pour que le problème soit résolu. 

Mais si l'on coupe les faces et le bissecteur de ce coin par un 
plan perpendiculaire à l'arête de ce coin, l'intersection de ce qua- 
trième plan i avec les plans bissecteurs demandés forme les bis- 
sectrices des angles formés par les intersections de ce plan 
auxiliaire avec les faces de ce coin ; or cette bissectrice peut être 
construite à priori; par suite : 

Pour construire le plan bissecteur Sun coin^ menez un plan s 
perpendiculaire à V arête de ce coin ; rabattez ^ suivant ce plan^ ses 
intersections avec les faces du coin donné; menez les bissectrices des 
angles formés par ces rabattements. Ces bissectrices sont les rabat- 
tements suivant i des intersections de ce plan avec les plans de- 
mandés; par ces intersections et Tarète du coin^ menez deux plans 
(110 et suivants). Quoique ce problème admette deux solutions, 
pour ne pas surcharger les épures, on n'en a figuré qu'une. 

210. Ce problème peut donner lieu aux cas généraux sui- 
vants : 

a. Plan bissecteur de l'angle formé par un plan avec Pun 
ou Taulre des plans de projection, le plan étant : «. perpendicu- 
laire, p. oblique à l'autre plan de projection. 

b. Les (races horizontales ou verticales des plans se confon- 
dent, et cette trace commune est : a. perpendiculaire ou p. oblique 
ou parallèle à la ligne de terre., 

c. Les traces horizontales ou verticales de ces plans sont paral- 
lèles entre elles et «.perpendiculaires ou p. obliques ou parallèles à 
la ligne de terre. 
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d. L'iDtersectioD des deux plans est quelconque. 



SU. a. a. Fig. 303. Le plan bissecteur r de Fangle formé par 
un plan n avec le plan horizontal a pour trace horizontale hn ; 
et lorsque cette dernière est perpendiculaire à la ligne de terre, 
la trace verticale de r est la bissectrice d'un des angles formés par 
vu avec la ligne de terre. 



!tlS. a. p. Fig. 504 et 305. Quand la trace horizontale du plan n 
est oblique ou parallèle à la ligne de terre, on emploie un nouveau 
plan vertical perpendiculaire à cette trace et l'on retombe sur le 
cas précédent. 

On procéderait d'une manière analogue pour construire les 
plans bissecteurs des angles formés par un plan n avec le plan 
vertical. 



;^ 913. i. OL. Fig. 306. Quand les deux plans n et P ont leurs 
traces horizontales qui se confondent, et que cette trace com- 
mune est perpendiculaire à la ligne de terre, les traces verticales 
des plans bissecteurs sont les bissectrices des angles formés par 
AnetAP. 



S14. b. p. Quand cette trace commune est oblique ou paral- 
lèle à la ligne de terre (fig. 307 et 308), on emploie un nouveau 
plan vertical perpendiculaire à cette trace commune et Ton 
retombe sur le cas précédent. 

On procéderait d'une manière analogue si les deux plans 
avaient même trace verticale. 
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MS. c. a. Quand les traces horizontales des plans n et P sont 
parallèles entre elles et perpendiculaires à la ligne de terre 
(fig. 309), les traces verticales des plans bissecteurs sont les bis- 
sectrices des angles formés par vn: et vP. 



!tl6. c. 3. Quand les traces horizontales des plans n et P sont 
parallèles entre elles et obliques ou parallèles à la ligne de terre 
(fig. 510 et 311), on prend un nouveau plan vertical perpendi- 
culaire à hn et hP et l'on retombe sur le cas précédent. 

On procéderait d'une manière analogue si les traces verticales 
de n et de P étaient parallèles entre elles. 



StV. Fig. 312. Quand Fintersection des deux plans n et P est 
quelconque, après avoir construit en mzsn l'angle de ces plans, 
on mène les bissectrices des angles formés par les deux droites 
mis, n^s, et l'on a les rabattements suivant s des deux droites 
situées chacune dans un des plans bissecteurs demandés. 11 n'est 
pas nécessaire de redresser ces droites, car leurs Iraces horizon- 
tales sont les points où leurs rabattements coupent %s . 

218. Nota. Quand deux plans se coupent, ils déterminent 

quatre angles qui portent le nom de coins, et ils admettent deux 
plans bissecteurs de ces coins. Mais quand il s'agit d'un coin isolé, 
il ne peut avoir qu^un plan bissecteur. 

Dans toutes les épures relatives à ce problème, afin de ne pas 
charger inutilement les figures, on n'a indiqué qu'un seul plan 
bissecteur. 
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219. Connaissant V angle que fait un plan n avec le plan hori- 
zontal et la trace horizontale de ce plan, construire Vautre trace. 

a. Fig. 515. La trace donnée est perpendiculaire à la ligne de 
terre. Par le point où cette trace coupe la ligne de terre, on mène 
les deux droites faisant V angle donné avec cette ligne. Ces droites 
sont les deux solutions de la question. 

p. Fig. 314 et 515. La trace donnée est oblique ou parallèle à 
la ligne de terre. Dans ce cas, on prend un nouveau plan vertical 
perpendiculaire à la trace donnée et Von retombe sur le cas précé- 
dent. 



220. Far une droite donnée, mener un plan faisant un angle 
donné a\)ec le plan horizontal. 

Fig. 516. Soit ab la droite' donnée et acb le plan demandé. 

De la projection horizontale d'un pointwdecette droite, menons 
une perpendiculaire hmp k'ac et joignons mp; l'angle mphm sera 
égal à Tangle donné, et ac sera tangente en j) à la circonférence 
décrite de hm comme centre avec un rayon égal à hmp. Cette 
circonférence peut être construite avant la droite ac, puisque Ton 
en connaît le centre et que le rayon hmp est la base du triangle 
rectangle nihmp dont on connaît la hauteur mhm et Tangle 
mphm qui estdonné. 

Fig. 517. De la projection horizontale d'un point de la droite 
donnée avec un rayon égal à la base d*un triangle rectangle bhbp 
ayant pour hauteur la distance de ce point au plan horizontal et 
pour angle aigu adjacent à la base l'angle donné, décrivez une cir- 
conférence. Les deux tangentes menées à cette circonférence par la 
trace horizontale de la droite donnée sont les traces horizontales de 
deux planSj solution de la question. 

Autant^que possible, on choisit pour le point nécessaire la trace 
verticale de la droite. 
Quand la circonférence auxiliaire passe par le point a 
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{(ig. 318), le problème n'admet qa^ane solution. Dans le cas où 
le point a se trouverait à l'intérieur de cette circonférence, la 
solution serait impossible. 

Quand la droite donnée est parallèle au plan horizontal, on 
prend un nouveau plan vertical perpendiculaire à cette droite. 
Par la nouvelle projection de cette droite (fig. 319), on mène les 
droites faisant l'angle donné avec la nouvelle ligne de terre ; ce 
sont les traces, dans le nouveau plan vertical, des plans demandés 
(XXV, a. ; 194). t 



Angle d'une droite avec un plan. 

221. On est convenu de considérer comme angle d'une droite 
avec un plan, l'angle que fait cette droite avec sa projection sur 
ce plan, de sorte que l'angle iormé par la droite àb (fig. 255) 
avec le plan MN, c'est l'angle bpV qui a été désigné par «. 

En considérant le triangle rectangle 66'p, on voit que Tangle 
d'une droite avec un plan est égal au complément de V angle que fait 
cette droite avec une perpendiculaire à ce plan. 

La détermination de cet angle présente deux cas généraux, 
selon qu'il s'agit de l'angle formé par une droite avec «. un des 
plans do projection, P. un plan quelconque. 



S2S. Angle d!une droite avec un des plans de projection. 

Première méthode, (fig. 236 et 237). Construisez le triangle rec- 
tangle ayant pour but de déterminer la distance de deux points de 
cette droite ; V angle aigu adjacent à la hase est V angle demandé 
(a. avec le plan horizontal, p avec le vertical). 

Deuxième méthode (fig. 238). Quand une droite est parallèle à 
un des plans, l'angle qu'elle fait avec l'autre est égal à l'angle que 
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fait avec la ligne de terre sa projection sur le premier. Faites 
tourner la droite autour cPun axe perpendiculaire à ce plan jusqu'à 
ce qu'elle soit parallèle à T autre (147) ; V angle que fait avec la ligne 
de terre sa projection sur celui-ci après le mouvement est V angle 
demandé (147). 

Troisième méthode (fig. 239). Rabattez sur ce plan la droite 
suivant son plan projetant sur ce même plan ; V angle formé par 
le rabattement avec sa charnière est V angle demandé. 

Quatrième méthode (fig. 241). Pour avoir VangleJCune droite 
avec le plan horizontal^ projetez-la sur un nouveau plan vertical 
qui lui soit parallèle (169) ; V angle de la nouvelle projection avec 
la nouvelle ligne de terre est V angle demandé. 

Four avoir Vangle avec le plan vertical^ c^est un nouveau plan 
horizontal parallèle à la droite qw Von prend. 

9S3. Angle d'une droite avec un plan quelconque. 

Fig. 520. Far un point m de la droite donnée, on mène une droite 
perpendiculaire au plan donné ; on construit Vangle de ces droites 
(189) et Von en prend le complément. 



%!t4. Dans un plan donné, par un point mener une droite 
faisant un angle donné avec le plan liorizontal. 

Le problème consiste à trouver un second point de la droite 
demandée. 

Fig. 521. Soit acb le plan donné, ab la droite demandée pas- 
sant par le point m et faisant l'angle mdhm-=-^, l'angle donné. 

Si Ton faisait tourner la droite ab autour de nihm, le point a 
décrirait une circonférence coupant /m en a. Cette circonférence 
peut être construite à jmm, car on en connaît le centre, hm, et 
le rayon hma est la base du triangle rectangle mhma dont on con- 
naît la hauteur mhm et Tangle mahm^n. 

Fig. 523. Décrivez une circonférence ayant pour centre la pro- 
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jection horizontale du point donné et pour rayon la base d'un 
triangle rectangle vmxp, ayant pour hauteur la distance du point 
donné au plan horizontal^ et pour angle opposé à cette hauteur^ Van- 
gle donné. Cette circonférence coupe la trace horizontale du plan 
donné en deux points qui sont les traces horizontales de deux droites^ 
solution de la question. 

Qaand l'angle donné est moindre qne celui que fait le plan 
donné avec le plan horizontal, il y a deux solutions, à moins que 
l'angle donné ne soit nul, car dans ce cas la droite demandée 
est parallèle au plan horizontal. 

Quand l'angle donné est égal à celui que fait le plan donné 
avec le plan horizontal, il n'y a qu'une solution, la perpendicu- 
laire menée du point donné à la trace horizontale du plan. 

Enfîn, quand l'angle donné dépasse celui que fait le plan donné 
avec le plan horizontal, le problème est impossible. 



\ 
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PROBLÈMES SUR LES TRIÈDRES. 



**5. Un trièdre est déterminé quand on connaît trois des six 
éléments qui le constituent, c'est-à-dire qu'alors il peut être 
construit et que les trois autres éléments peuvent être obtenus 
en véritable grandeur. 

Cette détermination a lieu au moyen de solutions de problèmes 
déjà connus, quand le trièdre est convenablement mis en projec- 
tion, de sorte que les problèmes dont cette figure est susceptible 
peuvent être ramenés à un seul : Connaissant trois des éléments 
d'un trièdre^ construire les projections de cet angle solide. 

En effet, soit (fig. 324) un trièdre sabc. 

Désignons le coin sa par >a ; 
» sb i> >&; 

^ se » >c ; 

Tangle plan bsc par a, 

* asb » -y. 

Prenons pour plan horizontal côlui de Tune des faces, asb 
par exemple, et pour plan vertical le plan abc perpendiculaire à 
l'arête sa. 

L'épure contient déjà en véritable grandeur : 

1? L'angle plan t-^asb; 

S'' Le coin a qui a pour mesure l'angle bac. 

En rabattant l'arête se d'abord en scf suivant le plan sacy en- 
suite suivant le plan sbc en sc'\ on a : 

sc'=sc=sc'' ; àc'=ac; 6c=6c". 
a5c'=a5C=p ; bsc''=isc=x. 



Le coin sb:=J) a pour mesure l'angle que fait le plan bsc avec 
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le plan horizontal, et enfin le coin sc=^c a pour mesure Tangle 
des deux plans sac^ sbc. 

On peut donc obtenir tel élément que l'on désire, lorsque le 
trièdre est mis en projection. 



!t!t6. Construire les projections cFun trièdre dont on connaît les 
trois angles plans «, p, 7. 

Fig. 525. Prenons pour plan horizontal le plan de la face ash^ 
et le plan vertical perpendiculaire à l'arête sa. 

On peut construire immédiatement : 

1* L'angle asc'=^ ; 2^ l'angle asb=^ ; 5** l'angle 65c"=*. 

En prenant sc''=sc\ on a les rabattements du point c suivant 
deux plans sac^ shc^ dont les traces horizontales sont connues; 
on obtient le point c et, par suite, les traces verticales des plans 
sac^ sàb, en appliquant la marche indiquée au n^ 162. 



9^1. Construire les projections d'un trièdre dont on connaît un 
coin a et les angles plans p, 7, adjacents. 

Fig. 525. Prenons pour plan horfzontal le plan d'une des faces 
connues, 056==^, et le plan vertical perpendiculaire à l'arête sa 
du coin donné a. On peut construire immédiatement : 
' 1" L'angle as6=7 ; 2° l'angle a5c'=p ; 5* Tangle 6ac=sa ; on a 
le rabattement cf du point c suivant le plan sac dont les traces sont 
connues, et Ton obtient le point c en prenant ac=ac'. 



S!t8. Construire les projections cPun trièdre dont on connaît 
deux angles plans p, 7, e^ fe coin opposé au premier. 
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Fig. 325. Prenons pour plan horizontal le plan de la face a^ 
et le plan vertical perpendiculaire à l'arête sa du coin inconnu 
adjacent à cette face. On peut construire immédiatement : 

1* L'angle asb^»^ ; 2* l'angle a5c'=p; 3^ (217) la trace verticale 
du plan sic, puisque l'on connaît la trace horizontale sb de ce 
plan et l'angle h qu'il fait avec le plan horizontal. 

Le point c devant se trouver sur cette trace verticale à une dis- 
tance du point a égale à ac\ c'est un des points où cette trace 
verticale est coupée par la circonférence ayant pour centre le 
point a et pour rayon ac'. 

Dans ce cas, le problème peut avoir deux solutions, comme dans 
l'exemple choisi, une seule ou être impossible. 

(Voyez n'importe quel ouvrage de trigonométrie sphérique,) 



!t20. Construire les projections Sun trièdre dont on connaît un 
angle plan ^ et les deux coins adjacents a, b. 

Fig. 325. Prenons pour plan horizontal le plan de la face 
donnée, et le plan vertical perpendiculaire à l'arête sa d'un des 
coins donnés. On peut construire immédiatement : 

i^ L'angle 056=7; 2<> l'angle bac=a; Z^ la trace verticale du 
plan sbCj puisqu'on connaît la trace horizontale sb de ce plan et 
l'angle que fait ce plan avec le plan horizontal. 



S30. Construire les projections d'un trièdre dont on connaît 
deux coins a, 6, et Vangle plan opposé au second. 

Fig. 325. Prenons pour plan horizontal la face adjacente aux 
deux coins donnés, et le plan vertical perpendiculaire à l'arête 
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sa^ séparant cette face de celle qui est connue. On peut construire 
immédiatement : 

!• L'angle as(/=^^; 2* l'angle bac^^aa; 3* le pointe, puisqu'on 
en connaît le rabattement cf suivant le plan sac dont les traces 
sont connues. 

On peut ensuite construire les traces du plan shc (218), puis- 
qu'il doit passer par la droite se et que l'on connaît Tangle b qu'il 
fait avec le plan horizontal. 

Ce problème peut aussi présenter deux solutions, une seule ou 
être impossible. (Même observation qu'au n"" 226.) 



S31. Construire les projections éPun trièdre dont on connaît 
les trois coins. 

Fig. 325. La solution directe de ce problème est compliquée 
et exige l'emploi de surfaces qui n'ont pas encore été étudiées. 
On l'obtient indirectement de la manière suivante : 

En prenant les suppléments des coins donnés, on obtient les 
angles plans du trièdre supplémentaire. 

On construit les coins de celui-ci et, en prenant les supplé- 
ments de ces coins, on a les angles plans du trièdre primitif et 
l'on opère comme au n"" 224. 

!t3S. Connaissant Tangh 7 de deux droites et les angles (^et ^ 
que font ces droites avec la verticale passant par leur intersection^ 
construire V angle de leurs projections horizontales. 

Fig. 326. Soient en perspective AB et AC les deux droites, AP 
la verticale, PB et PC les projections horizontales de AB et de 
AC; l'angle demandé est l'angle BPC, mesure du coin AP op- 
posé à l'angle BAC»»t dans le trièdre APBC ; on dispose la con- 
struction comme dans la fig. 327. 

On donne à ce problème le nom de r^uction d^un angle à Tîuh' 
risfon. Il se présente souvent dans les opérations topographiques. 
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233. Construire la section d'un trièdrepar un plan coupant les 
arêtes à des distances données du sommet. 

Fig. 328. On rabat les arêtes sa sh, suivant le plan y qu'elles 
déterminent, et les arêtes sh^ se suivant lé plan 7 qui les con- 
tient. On prend les distances ys ya, y5 tP, 95 «p, ç5 97 égales aux 
distances données; les points y«, yP, 9?, 97 sont les rabattements 
des sommets de la sectiop demandée. 

Comme vérification, on doit avoir 6^5=695, et par suite 



234. Théorème. Les trois sphères décrites sur les côtés dun 
triangle acutangle comme diamètres se coupent en deux points 
symétriques par rapport au plan de ce triangle. 

Fig. 329. Soit le triangle acutangle abc. Les circonférences 
4, 2, 3 sont les grands cercles des sphères correspondantes, dé- 
terminés par le plan du triangle. 

Quand deux sphères se coupent, leur intersection est une cir- 
conférence dont le plan est perpendiculaire à la droite qui joint 
leurs centres. Gonséquemment : 

V L'intersection des sphères 1 et 2 est une circonférence dont 
le plan est perpendiculaire à la droite 1 , 2, et par suite au côté 
bc^ et qui a pour projection sur le plan abc la droite ap. 

2^ L'intersection des sphères 2, 5 est dans un plan perpendi- 
culaire à la droite 2, 3 et a pour projection cr qui est perpendi- 
culaire au côté ab. 

3*" L'intersection des sphères 1, 3 a^ son plan perpendiculaire 
à la droite 1, 3, et pour projection bq perpendiculaire à ac. 

Ces trois plans passent donc par le point hs^ commun aux 
trois hauteurs du triangle, et se coupent suivant la perpendicu- 
laire menée par ce point au plan de ce triangle. Mais celui-ci 
ayant tous ses angles aigus, ce point se trouve dans son intérieur 
et dans chacune des circonférences 1, 2, 5. Car, par exemple, le 
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triangle aqhs étant rectangle en g, l'angle àhsçi est nécessairement 
aigu et, par suite, Fangle ahsh est obtus. Les côtés de cet angle 
passant par les extrémités a, h d'un même diamètre de la cir- 
conférence 1, le sommet de cet angle se trouve entre le centre et 
cette circonférence. 

La perpendiculaire au plan abc passant par le point hs est 
donc à une distance moindre du centre de chacune des sphères 
1, 2, 3, que le rayon de cette sphère, et perce conséquemment 
chacune d'elles en deux points ; .mais les deux points où elle 
perce l'une d'elles sont aussi ceux où elle perce les deux autres, 
car ils font partie des intersections de la première avec celles-ci. 

Le plan perpendiculaire à une corde d'une spiière passe par 
le milieu de celte corde ; les deux points 5, s! où se coupent les 
trois sphères sont donc également éloignés du point hs, et con- 
séquemment sont symétriques par rapport au plan abc. C.Q.F.D. 

Fig. 330. Quand le triangle possède uft angle obtus c, les trois 
hauteurs se coupent en dehors. Le triangle Iphs étant rectangle 
en !>, l'angle llisp est nécessairement aigu et son sommet doit 
être en dehors de la circonférence 1, puisque ses côtés passent 
par les extrémités a, h d'un même diamètre; la perpendiculaire 
au plan abc passant par hs est donc à une distance plus grande 
des centres de chaque sphère que le rayon de cette sphère et n'en 
perce aucune. Ces trois sphères ne se coupent donc pas en un 
même point. 

S35. Théorème. Le point où se coupent les hauteurs d'un 
triangle acutangle^ est la projection sur le plan de ce triangle^ des 
sommets des deux trièdres trirectangles dont les arêtes passent par 
les sommets de ce triangle. 

Fig. 329. Les droites partant d'un des points s communs aux 
sphères 1 , 2, 3, et qui ont pour projection sur le plan abc : hsay 
hsb^ hscy constituent un trièdre; reste à prouver que chacun de 
ses angles plans est droit. 

Or le plan dbs coupe la sphère 1 suivant un grand cercle, puis- 
qu'il passe par le centre; le sommet s de l'angle asl se trouve sur 
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b circoofêrence de ce grand cercle ; en outre, les côtés de cet 
Mg(e passent par les extrémités a, h d'an diamètre. Cet angle est 
doac droit et se rabattrait en a^sb. 

U en est de même des angles ose, hscj qui se rabattraient en 
o^, hwse. Le trièdre sàbc est donc trirectangle. Il en est de même 
du trièdre s^àbe. 

93C Lorsque trois droites abotdissant à un point forment trois 
mnjiks oMtiS, on peut toujours les considérer comme les projections 
ies arHes d*un trièdre trirectangle. 

Fig. 329. Soient les droites oAs, hhSj chs. Prolongeons ahSj ett 
en un point i> du prolongement, menons bc perpendiculaire à ap; 
menons ensuile ca perpendiculaire a bq; chs ser^ perpendiculaire 
kab; puisque les trois hauteurs d'un triangle se coupent en un 
même point. Les droites hsa^ hsè, hsc sont donc bien les projec- 
tions d'un trièdre trirectangle sàbc. 



937. Construire les projections d^un trièdre trirectangle dont 
les arêtes passent par les sommets d^un triangle acutangle donné. 

Fig. 351. Le triangle donné abc étant construit dans le plan 
horizontal, on prend le plan vertical perpendiculaire à l'un des 
côtés, ab par exemple ; on construit les hauteurs de ce triangle 
en les limitant à leur intersection hs^ qui est la projection hori- 
zontale du sommet du trièdre à construire. Sur ab comme dia- 
mètre on décrit une circonférence. On prolonge la droite c%^ jus- 
qu'au point T5, où elle coupe cette demi-circonférence. On a ainsi 
la projection horizontale hs et le rabattement <ps du sommet sui- 
vant un plan v dont, on connaît la trace horizontale. On redresse 
ce point en décrivant, du point va comme centre avec un rayon 
rrs, une circonférence dont les intersections avec la perpendicu- 
laire à la ligne de terre menée par hs sont les projections ver- 
ticales de deux sommets, solution de la question. Naturellement, 
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quand od ne vent qu'un trièdre, on ne prend qu'un de ces som- 
mets, celui qui est au-dessus du plan horizontal. 

Comme vérification, le point vs doit se trouver sur une demi- 
circonférence décrite sur vavc comme diamètre, puisque Tarète 
sa étant perpendiculaire au plan sah, vcvs doit être perpendicu- 
laire à vr . 



238. Connaissant les projections horizontales des arêtes (Tim 
trièdre trirectangle^ constrti/ire les projections verticales, 

Fig. 331. Soient Asa, As6, lisc^ les projections horizontales don- 
nées qui doivent former trois angles obtus autour de hs. 

On prend le plan vertical parallèle à l'une de ces projections, 
hsc par exemple. On mène une perpendiculaire à la ligne de terre 
coupant les deux autres projections en a et en l. Du point a on 
mène une perpendiculaire à hsb^ et du point l on en mène une à 
lisa. Ces deux perpendiculaires dojvent se couper sur la première 
projection en c. On a ainsi construit le triangle ahc^ par les som- 
mets duquel passent les arêtes du trièdre dont on s'occupe, et Ton 
est retombé sur le problème précédent. 

230. Placer un triangle acutangle donné de manière que ses som- 
mets soient sur les arêtes d^n trièdre trirectangle donné.En d'autres 
termes, couper un trièdre trirectangle donné de manière que la 
section soit un triangle acutangle donné. 

Sur le triangle donné abc (fig. 551) on construit un trièdre tri- 
rectangle safec. On coupe ensuite les arêtes sa^ sb, se du trièdre 
donné fig. 328, à des distances du sommet égales aux longueurs 
sa, sb^ se de la fig. 331 , et la section obtenue répond aux condi- 
tions données. 

It40. Bemarque. Les propositions relatives au trièdre trirec- 
tangle sont actuellement très-importantes, car elles sont le fonde- 
ment de la perspective axonométrique dont l'usage se répand de 
plus en plus. 
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PROJECTIONS DE PYRAMIDES. 



It41. Construire les prcjections d'une pyramide dont on connaît 
la hase et deux faceSj la base devant être dans le plan hori- 
zontal. 

Fig. 532. Soit abcd.... la base et abtfS^ bci^ les deux faces don- 
nées. Pour plus de simplicité, on prend le plan vertical perpen- 
diculaire à l'arête a&, base d'une des faces données. On a immé- 
diatement les rabattements 4^5,95 du sommet s, suivant deux plans 
y; * dont les traces horizontales 06 et 5c sont construites. On con- 
struit les projections de ce point (162), et ensuite les projections 
de sa^ s&, etc. 

Il n'est pas nécessaire que les deux faces données soient ad- 
jacentes comme dans l'exemple choisi. 



>t42. Construire les projections dune pyramide dont on connaît 
la base et deux autres faces^ la base devant être dans un plan n 
perpendiculaire au plan vertical. 

Fig. 333. On construit d'abord les projections Ma'Vc, 
vs'va'vc' de cette pyramide, en plaçant la base dans le plan hori- 
zontal. On la fait ensuite tourner autour de la trace horizontale 
7m du plan donné jusqu'à ce que la base soit dans ce plan, ce qui 
a lieu quand les projections va' vc' sont arrivées sur la trace ver- 
ticale den en ta, vc. Quant au sommet, il suffit de prendre l'arc 
qvs=q^vs'. 



243. Construire les projections dune pyramide dont on connaît 
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la base et deux autres faces^ la base devant être dans un plan n 
qudcanqt^. 

Fig. 53 i. On prend'un nouveau plan vertical perpendiculaire 
au plan donné. 

i^ On construit les projections hs^, vs', etc., en plaçant la base 
a'Vc' dans le plan horizontal (240). 

^ On fait tourner la pyramide autour de la trace horizontale 
du plan donné, jusqu'à ce que la base soit dans ce plan ; on ob- 
tient les projections hs^ t;'«. 

Z"* On retourne dans le plan vertical, et l'on obtient la projec- 
tion verticale vs, etc. (167). 

Nota. Les constructions se faisant de la même manière quel 
que soit le nombre de côtés de la base donnée, pour ne pas sur- 
charger les épures, on ne s'est occupé, dans tes deux derniers 
problèmes, que d'une pyramide triangulaire. 



944. Construire les projections d'une pyramide dont on connaît 
la base^ une face et le coin compris^ la base devant être dans le plan 
horizontal, 

Fig. 552. Soit àbcd.... la base elab^s la face donnée. En pre- 
nant le plan vertical perpendiculaire à Tarcte ab, on peut con- 
struire immédiatement la trace verticale du plan sab, puisque 
l'on connaît la trace horizontale ab de ce plan et l'angle vcvavs 
qu'il fait avec le plan horizontal et qui est égal au coin donné. 
On a donc en ys le rabattement du sommet de la pyramide sui* 
vaut un plan connu, et il suffit de redresser ce sommet. 



S45. Construire les projections d^une pyramide dont on connaît 



* 
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la base, une face et le coin compris, la base devant être dans un 
plan perpendiculaire au plan vertical, 

Fig. 533. lo On constrait, comme dans le cas précédent, les 
projections hs^, vs^ en plaçant la base dans le plan horizontal. 

2® On fait ensuite tourner cette pyramide autour de la tr^ce 
horizontale du plan donné, jusqu'à ce que la projection verti- 
cale vavbvc de la base se trouve sur la trace verticale du même 
plan. 



946. Construire les projections d'une pyramide dont on connaît 

m 

la base, une face et le coin compris, la base devant être dans un 
plan n quelconque. 

Fig. 334. On prend un nouveau plan vertical perpendiculaire 
au plan donné. 

1» On construit les projections hs', vs\ etc., en plaçant la base 
dans le plan horizontal ; 

2° On fait tourner la pyramide autour de hu jusqu'à ce que 
la base soit dans le plan n, et Ton obtient les projections hs, v's. 

3<> On retourne dans le plan vertical. 



947. Couper une pyramide quadrangulaire par un plan^ de 
manière que la section soit un parallélogramme ol^^^. 

Fig. 535. Quand deux plans sab, scd sont coupés par un troi- 
sième de manière que leurs intersections ap, ^(^ soient parallèles 
entre elles, ces intersections sont parallèles à l'intersection 5e 
des deux premiers plans. 

Par un point a, de Varète sa, on mène aP parallèle à Vintersection 
Si des deux autres faces sab, scd, et aJ^ parallèle à Vintersection s-n 
des deux autres faces; on a ainsi deux cotés adjacents du parallélo- 
gramme demandé. Comme vérification, les deux autres côtés du 
parallélogramme doivent se couper sur Tarète se. 
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PROJECTIONS DES PRISMES. 

S48. Construire les projections d'un prisme dont on connaît la 
base et deux faces adjacentes^ la base étant dans le plan horizontal. 

Fig. 236. Soit àbcd... la base, a&pp^s, bc^^fi les deux faces 
doDDées. Prenons le plan vertical perpendiculaire à Taréte ab 
séparant la base d'une des faces données. ?P et «l'P sont les rabat- 
tements du sommet p suivant deux plans «, y, dont les traces 
horizontales sont ab et bc. 

On peut donc construire les projections du point p (162). 

Connaissant les projections d'une arête &p, on peut construire 
les projections des autres en se rappelant que les arêtes latérales 
d'un prisme étant égales et parallèles entre elles, leurs projec- 
tions sur un plan sont aussi égales et parallèles entre elles. 



S40. Construire les projections dun prisme dont on connaît la 
base et deux faces adjacentes, la base devant être dans un plan n 
perpendiculaire auplan vertical. 

Fig. 337. On construit d'abord les projections a'Vc'J... val, 
vV, vc\ v^\ en plaçant la base a'&V dans le plan horizontal ; en- 
suite on fait tourner le solide autour de la trace horizontale du 
plan donné, jusqu'à ce que la projection verticale de la base se 
soit placée en va, vb, vc sur la trace verticale du plan donné. On 
a alors les projections demandées en hahbhc... et vavbvcv^... 



SttO. Construire les projections dun prisme dont on connaXt la 



hase et deux faces adjacentes, la hase devant être dans un plan n 
quelcongp*e. 

Fig. 338. On prend un noaveau plan vertical perpendiculaire 
an plan donné. 

l^ On construit les projections a'6'c'Aa'... va'vVvcfv^'... en pla- 
çant la base dans le plan horizontal. 

S® On fait tourner le prisme autour de la trace horizontale du 
plan donné, jusqu'à ce que la projection verticale prime de la 
base se soit placée en v'ai/Wc sur la trace verticale prime du 
plan donné ; on a ainsi les deux projections hahbhchx...j 
v'af/Wct/a,-. 

Z^ On retourne dans le plan vertical et Ton a la projection 
vavbvevd... 

Nota. Afin de ne pas surcharger Tépure, on a choisi un prisme 
triangulaire, mais les constructions se feraient de la même 
manière pour tout autre prisme. 



S51. Construire un prisme dont on connaît la base^ une face 
et le coin compris, la base devant être dans le plan horizontal. 

Fig. 336. Soit abcd... la base,a6çp<pa la face donnée; prenons le 
plan vertical perpendiculaire àrarèteoft, intersection de cette base 
et de cette face. On peut construire immédiatement vavtt, puisque 
c'est la trace verticale d'un plan « dont la trace horizontale est 
ab et qui doit faire avec le plan horizontal un angle vcvava égal 
au coin donné. En outre, <^a est le rabattement suivant ce plan * 
du point a. On peut donc construire les projections de ce point 
et, par suite, celles de l'arête oa et des autres qui lui sont paraU 
lèles. 
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Stt9. Construire les projections cPun prisme dont on connaît la 
basey une face et le coin compris^ la hase devant être dans un plan n 
perpendiculaire au plan vertical. 

Fig. 337. On constrait d'abord les projections comme au nu- 
méro précédent, en plaçant la base dans le plan horizontal. On 
fait ensuite tourner le 4)risme autour de la trace horizontale du 
plan donné, jusqu'à ce que la projection verticale de la base soit 
arrivée sur la trace verticale de ce plan. 



Stt3. Construire les projections d'un prisme dont on connaît la 
base, une face et le coin compris, la base devant être dans un plan n 
quelconque. 

Fig. 338. On prend un nouveau plan vertical perpendiculaire 
au plan donné. On construit la projection horizontale et la pro- 
jection verticale prime , comme au n» 250, eh pi açant la base 
dans le plan horizontal. On fait ensuite tourner le prisme autour 
de la trace horizontale du plan donné, jusqu'à ce que la base soit 
dans ce plan, et l'on retourne ensuite dans le plan vertical ordi- 
naire. 
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PROJECTIONS D'UN POLYÈDRE QUELCONQUE. 



954. Un polyèdre convexe étant défini par ses sommets, 
pour en construire les projections, il suffit de pouvoir construire 
les projections de chacun de ces sommets. 

Or un point pouvant être déterminé par ses distances à trois 
plans, on suppose le solide placé dans un des angles solides 
formés par trois plans perpendiculaires entre eux, et Ton 
détermine les distances de chacun des sommets à ces trois plans. 

SttS. Quand le polyèdre existe matériellement, cette détermi- 
nation peut être exécutée matériellement, au moyen des instru- 
ments employés dans la levée des plans. 

Stt6. Hais si le polyèdre n'est qu'idéal, cette détermination 
ne peut avoir lieu qu'en s'appuyant sur des considérations géo- 
métriques résultant de la forme, de la grandeur, de la position 
du solide, considérations qui doivent être connues à priori puis- 
que sans elles il n'y aurait rien de déterminé. 

S57.Dans la pratique, on n'emploie en général que les formes 
géométriques les plus simples ou des combinaisons déterminées 
de ces formes, et en prenant les plans de projection dans des 
positions bien choisies, ce qui est toujours permis, il est facile 
de mettre en projections un système de polyèdres si compli- 
qué qu'il soit. 
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SECTIONS PLANES D'UN POLYÈDRE. 



9&S. En coupant un polyèdre par un plan, on obtient toujours 
pour section un polygone dont les côtés sont les intersections de 
ce plan avec les faces, et les sommets, les points où il coupe les 
arêtes; bien entendu, chaque face et chaque arête n'étant pas pro- 
longées. 

XKO. Quel que soit un polygone, il est toujours déterminé 
quand on en connaît les sommets et l'ordre suivant lequel on les 
rencontre en cheminant sur le périmètre. 

Pour construire l'intersection d'un polyèdre avec un plan, il 
sufiSt donc de déterminer les points où ce plan coupe les arêtes, 
en procédant progressivement, de manière que deux points 
obtenus l'un après l'autre soient toujours dans une même face. 
Cette opération n'est facile qu'à une condition, c'est que le plan 
sécant soit perpendiculaire à l'un des plans de projection, ce qui 
peut toujours être, puisqu'on peut toujours changer de plan. 

SAO. Mais dans la pratique, où Ton ne se trouve qu'en pré- 
sence de formes simples ou de combinaisons de ces formes et où 
l'on peut toujours choisir convenablement à priori la position 
des plans de projection, la construction de ces sections est 
toujours facile. On en aura des exemples nombreux en stéréo- 
tomie, et tous ces exemples seront facilement compris au moyen 
des connaissances acquises jusqu'ici. 



FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE. 



APPENDICE 



A LA PREMIÈRE PARTIE. 



DES PROJECTIONS COTÉES. 



DtFIHITIOVS ET PBINGIPES. 

^61. Dans le système de projections que Ton vient d*étudier, 
et qui porte le nom de projections orthogonales^ la résolution d'un 
problème a toujours lieu par des opérations graphiques. En géo- 
métrie analytique, on emploie presque toujours le calcul. Dans le 
système des projections cotées, on emploie tantôt Tune tantôt 
Tautre de ces deux méthodes. Ce système tient donc le milieu 
entre les méthodes purement graphiques et les méthodes pure- 
ment numériques. 

S6S. Ce système est très-utile et à peu près indispensable 
pour toutes les opérations de la topographie, des fortifications, 
de la construction des voies de communication, etc., enfin par- 
tout où Ton doit opérer sur des objets fort étendus en longueur et 
en largeur, mais de faibles hauteurs. 

SOS. Dans ce système, on n'emploie qu'un seul plan de pro- 
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jectioD, qui est presque toujours horizontal, que Ton nomme 
plan de comparaison et que nous désignerons par C. Mais un point 
n'étant pas déterminé par sa projection sur un plan, à côté de 
cette projection on écrit la cote de ce point, c'est-à-dire le nom- 
Ire qui exprime en unités connues (en mètres, par exemple) 
la distance de ce point au plan de comparaison. Afin de re- 
connaître de quel côté de ce plan se trouve ce point, on est 
convenu de regarder comme positives les cotes des points 
qui se trouvent au-dessus, et comme négatives celles des points 
qui se trouvent en-dessous de ce plan. La projection d'un 
point accompagné de sa cote est ce que Ton nomme la projec- 
tion cotée de ce point. 

S04. Il est évident qu'un point est ainsi représenté et déter- 
miné, et, par suite, qu'une droite est représentée par sa projection 
et déterminée par les projections cotées de deux de ses points. 

96&. Quand une droite est perpendiculaire au plan de com- 
paraison, sa projection se réduit à un point qui n'a pas de cote, 
puisqu'il est en même temps la projection de tous les points de 
cette droite ; néanmoins celle-ci est déterminée, car par un point 
on ne peut mener qu'une perpendiculaire à ce plan. 

966. Quant au plan, on appelle horizontales ses intersec- 
tions avec des pians parallèles au plan de comparaison, 
et lignes de plus grande pente^ ses intersections avec des plans 
perpendiculaires à son intersection avec le plan de comparaison, 
intersection que l'on désigne par les mots horizontale zéro de ce 
plan. 

Ces lignes de plus grande pente font le même angle que ce 
plan avec le plan de comparaison. 

Ces deux systèmes d'intersections sont perpendiculaires 
entre eux, et les projections de ces deux systèmes de lignes sont 
aussi perpendiculaires entre elles (57). Il est facile de se con- 
vaincre qu'un plan quelconque est complètement déterminé 
par les projections cotées de deux points d'une de ses lignes 
de plus grande pente. 
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S07. Quand le plan est perpendiculaire au plan de comparai- 
son, il est déterminé par son horizontale zéro. 

Lorsqu'il est parallèle au plan de comparaison, il n'y a aucune 
ligne pour le déterminer sur ce plan de comparaison, mais il est 
déterminé par sa cote que Ton écrit quelque part sur l'épure, à 
côté d'une lettre désignant ce plan. 

S68. Le point, la droite et le plan seront désignés comme 
ci-devant, seulement on mettra la lettre même désignant un 
point, une droite ou un plan à côté de la projection de ce point, de 
celte droite ou d'une des lignes de plus grande pente de ce plan. 

999. On voit que les données d'un problème sont toujours 
exprimées de deux manières : en lignes cl en nombres. Quand on 
veut opérer par le calcul, on doit convertir les lignes en nombres, 
et quand on veut opérer graphiquement, on doit transformer les 
nombres en lignes. Ces traductions, qui sont inévitables, se font 
au moyen de l'échelle de l'épure. 

970. 11 serait presque toujours impossible de construire en 
véritable grandeur, sur l'épure, la figure sur laquelle roule le 
problème ; mais deux figures semblables pouvant toujours être 
déduites Tune de l'autre, quand on connaît le rapport de leurjs 
lignes homologues, au lieu de représenter directement et en 
grandeur naturelle la figure sur laquelle on opère, on en repré- 
sente une qui lui est semblable, mais de dimensions beaucoup 
moindres, et l'on donne le nom d^échelle au rapport qui existe 
entre la longueur d'une ligne de l'épure et la longueur de la ligne 
homologue dans l'espace. On dit donc qu'une figure est à l'échelle 
de 1 : 2500, quand chaque hgne de l'épure en représente une 
dans l'espace 2500 fois aussi grande. 

S71. Par extension, on donne aussi le nom d'échelle à une 
figure géométrique qui fait connaître les longueurs réelles des 
lignes de l'espace au moyen de leurs homologues sur l'épure, et 
réciproquement. 

Il importe donc, avant de commencer une figure, d'en con ^ 
struire l'échelle. 
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Pour cela, supposons (fig. 359) que la longueur eib représente 
l'unité de longueur dans Tespace, un mètre par exemple. On 
porte un certain nombre de fois cette longueur, iO fois par 
exemple, à la suite d'elle-même et Ton numérote en partant du 
point h. 

Poar apprécier des n» de mètre, des dixièmes par exemple, 
on mène, d'un même côté de oc, n (10) parallèles équidistantes à 
cette droite. 

Aux points a, & et à chaque point de division, on mène des 
perpendiculaires à oc. Soit d le point ou la dernière parallèle est 
coupée par la première perpendiculaire ; on joint hd et l'on nu- 
mérote en partant du point a. La partie de chaque parallèle com- 
prise entre hV et Id est égale à autant de n^' de db qu'il y a 
d'unités dans le numéro de cette parallèle ; ainsi la longueur «39 
par exemple, représente 7™,60. 

S71t. Indiquer sur la projection d'une droite ou d'une des 
lignes de plus grande pente d'un plan les points ayant pour 
cotes des nombres entiers consécutifs, c'est ce que l'on dit gror 
duer cette ligne, et cette projection graduée prend le nom d'échelle 
de pente de cette droite ou de ce plan . 

Afin de distinguer l'échelle de pente d'une droite de celle d'un 
plan, on exprime la première par un trait simple renforcé et la 
seconde par deux traits fins parallèles. 

273. On nomme distance réelle de deux points la longueur 
de la droite qui les joint ; distance horizontale^ la distance de 
leurs projections , et distance verticale ou différence de niveau^ la 
différence algébrique de leurs cotes ou de leurs distances au 
plan de comparaison, et l'on nomme division d'une droite la 
distance horizontale de deux points de cette droite ayant pour 
différence de cotes l'unité. 

It74. Sur une même droite^ la distance réelle et la distance 
horizontale de deux points sont proportionnelles à la différence de 
niveau de ces points. 

Fig. 340. Soit MN le pian de comparaison ; la droite aie ayant 
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pour projection a'Vd ; y, y', ^ les cotes des points a, &, c, on 
doit avoir : 

àb :hc=» a*V : &V == y' — y : y" — y'. 

Menant ad et 69 parallèles à a'h\ on a : 

cKÏ = aV; bg = Vc'; aa! — Va; W = dg; 

U^ W— Vi = 66'— aa'= y' - y. 

cjf = cd — dg = ce' — 56' = y" — y'. 

Les triangles àbdy bcg semblables donnent : 

06 : 6c = ad : 5j = 6d : c^f, 
ou a6 : 6c -= aV : 6V = (y'— y) : (f-y). C.Q.F.D. 

Il résulte de cette proposition que, sur une même droite^ des 
points dont les cotes diffèrent de la même quantité sont équidistants, 
et que les divisions de V échelle de pente dune droite ou (Tun plan 
sont égales. 

S75. Quand deux droites sont dans un même plan^ les trans- 
versales coupant ces deux droites^ chacune en des points portant 
même cote, sont parallèles, car ce sont des horizontales d'un même 
plan. 

Réciproquement, lorsque deux transversales coupant chacune 
les échell-es depentede deux droites A,B en des points portant même 
cote sont parallèles, ces deux droites sont dans un même plan. 

En effet, ces deux transversales étant horizontales, puisque 
chacune d'elles a deux points de même cote, et ayant leurs pro- 
jections parallèles, sont parallèles entre elles ; elles sont donc dans 
un même plan, dans lequel chacune des droites A et B a deux 
points; celles-ci sont donc dans ce plan. 

976. Pour que deux droites se coupent, il faut que leurs 
échelles de pente se coupent et que les transversales coupant 
chacune ces échelles en des points portant même cote soient 
parallèles. 
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Lorsque Tune des droites est horizontale, il faut que sa pro- 
jection passe par le point de Tautre ayant même cote. 

Lorsque les deux droites sont horizontales, pour qu'elles se 
coupent il faut que leurs projections se coupent et qu'elles aient 
même cote. 

Enfin, lorsque Tune des droites est perpendiculaire au plan de 
comparaison, il faut que sa projection soit sur celle de l'autre 
droite, pour que ces deux droites se coupent. 

S77. Pour que deux droites ou deux plans soient parallèles, 
il faut que leurs échelles de pente soient parallèles, graduées 
dans le même sens et que les divisions de l'une soient égales à 
celles de Tautre, si ces droites ou ces plans sont obliques au plan 
de comparaison. 

Lorsque les droites sont horizontales, il suffit que leurs projec- 
tions soient parallèles. Lorsque deux plans sont verticaux, pour 
qu'ils soient parallèles il faut que leurs horizontales zéro soient 
parallèles. 

Quand les projections de deux droites se réduisent à deux 
points, ou que les traces de deux plans font défaut, ces droites 
ou ces plans sont parallèles. 

218. On appelle ijcnte d'une droite ou d'un plan : 

^^ La tangente trigonométrique de r angle formé par cette droite 
ou ce plan avec le plan de comparaison ; 

2** Le rapport entre la différence de niveau et la distance hori- 
zontale de deux points de cette droite^ ou d^wie ligne de plus grande 
pente de ce ^lan ; 

3® La différence de niveau de deuœ points dont la distance hori- 
zontale est égale à Vunité, 

Fig. 540. Soit2> la pente de la droite al ou du plan dont elle 
est une des lignes de plus grande pente, et a l'angle had. On a : 

i^p=^tg%; 

2o tgtx. =bd : ad = {&&'— aa') : a'V= (y'— y) : a'b\ d'où : 

p=[y'—y) ' «6'; 

3» Faisons a6'=l, on ajp=y'— y. 
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Dans les travaux concernant rétablissement des voies de com- 
munication, le mot de pente est fréquemment employé, mais il a 
une acception plus restreinte qu'en géométrie descriptive; pour 
une même partie de route dont Taxe est incliné, on dit que c'est 
une rampe lorsqu'on la parcourt en montant, et une pmte quand 
on le fait en descendant. 

299. On dit que deux droites ont des pentes inverses quand 
elles sont dans un même plan vertical ou dans des plans verti- 
caux parallèles, qu'elles s'élèvent en sens inversés et que la pente 
de Tune est égale à l'unité divisée par la pente de l'autre, ou que 
le produit de ces pentes = 1. 

Deux plans ont des pentes inverses quand les pentes de leurs 
lignes de plus grande pente sont inverses. 

280. Lorsqy!une droite et un plan sont perpendiculaires entre 
eux, leurs échelles de pente sont parallèles entre dles et ont des 
pentes inverses, 

Fig. 341, Soit MN le plan de comparaison, àb perpendiculaire 
au plan&cg ayant pour horizontale o^ cq^ et ac la projection de àb 
et de hc qui est perpendiculaire à cq. 

Nommons jpja pente de abetq celle du plan ; W étant perpen- 
diculaire à oc, on a, d'un côté, 

jprssjy: àb'; q^bb': Vc; 

d'un autre côté, le triangle àbc étant rectangle en b donne 

àb': bb'—b'b : S'c, d'où Vb : b'c=l : {bb'i àb) et par suite 2=1 :y. 

Les deux droites àb et bc ont donc leurs pentes inverses ; mais 
bc est une des lignes de plus grande pente du plan bcq. Or .toutes 
les lignes de plus grande pente d'un plan sont parallèles entre 
eiles, et l'échelle de pente du plan est une de ces lignes. On peut 
donc dire que lorsqu'une droite et un plan sont perpendiculaires 
entre eux, leurs échelles de pente sont parallèles et ont des pentes 
inverses. 

8 
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Problèmes fondamentaux. 

I 

!l8t. Graduer Véchelle de pente d'une droite passant par deux 
points donnés. 

Fig. 342 et 345. Soit y=n^m et y'=n\ m! les cotes de a et de 6, 
n^ n' étant les parties entières et m,mMes parties décimales de ces 
cotes dont la première est moindre que l'autre. 

Par le point a on mène une droite quelconque ax. On porle 
sur cette droite : !<>, ac=l — o,meton marque w-|-l au point c; 
2®, on porte ensuite des longueurs égales à l'unité en w-|-2, n-[-3, 
jusqu'à cequ'on soit arrivé à «'et end; 5®, on porte ensuite de=o,m'. 
On joint le; puis, par les points w-|-l, w+2, on mène des paral- 
lèles à le; les points où ces parallèles coupent ab sont les points 
de division de cette droite ayant mêmes cotes que les points 
de départ de ces parallèles. 

Dans la fig. 343, y=3,7 et ^',=9,4; par suite, n=5, w=0,7, 
n'=9, m'=0,4. , 



S82. Connaissant la projection d'un point situé sur une droite 
donnée j déterminer la cote de ce point. 

Évidemment le problème ne peut concerner qu'un point situé 
entre deux points de division de Téchelie de pente donnée, puis- 
que la cote de chaque point de division est donnée. 

Fig. 3î4. Soit a la projection donnée entre les points 6 et c qui 
ont pour cote m et m-\-i . 

La cote demandée est comprise entre m et w-f-1, et il ne reste 
à déterminer ^que la partie décimale ox de cette cote; pour 
cela: 

Graphiquement : Menez 'bg=i à l'échelle ; joignez cg^ puis 
menez ad parallèle à cg; M représente à l'échelle la partie déci- 
male X. 
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Par le calcal : Divisez la loDgueur cib par la longueur &c, ex- 
primée en nombre au moyen de Téchelle ; x=àb : hc. 



S83. Conimissant la cote â^un point situé sur une droite donnée^ 
construire la projection de ce point. 

Fig. 344. Soit y=m,x la cote donnée. La projection demandée 
a se trouve entre les points 6 et c qui ont pour cotes m et m-f-1 ; 
il suffit donc de déterminer la distance ba. 

Menez bg=l et hd=o^x à Téchelle. 

Joignez gc et menez da parallèle à gc ; le point a est la pro- 
jection demandée. 

On obtient la longueur ab en multipliant la longueur hc par 
o,x^ sans qu'il soit nécessaire d'employer Téchelle. 



284. Par tm point donné a, mener Ja parallèle X à une droite 
donnée D. 

Fig. 345. Soit y=n^m la cote du point donné. 

Construisez la projection d'un point b dont la cote n'^m ait 
même partie décimale que y. Par le point a menez une parallèle à 
Téchelle de pente donnée; cesera l'échelle de pente demandée. 
Les points de division de celle-ci sont les points où elle est coupée 
par les parallèles à ab passant par les points de division de 
l'autre. 

Quant aux cotes, on met n au point de division en-dessous et 
n-}-l au point de division au-dessus de a. 

Fig. 346. Quand la droite donnée est une horizontale, par la 
projection du point on mène encore une parallèle à la projection 
de la droite donnée et l'on a la projection de la droite demandée, 



— 116 — 

qui est aussi une horizontale ayant même cote que le point 
donné. 



S85. Tar un point mener a, une droite perpendiculaire à un 
plan r. 

Fig. 347. Par la projection du point donné, on mène une pa- 
rallèle à l'échelle de pente du plan donné. On a ainsi la projec- 
tion de la droite demandée, qui doit être graduée en sens opposé 
à celui de l'échelle de pente donnée ; pour trouver la longueur 
d'une division : 

Graphiquement : Par un point h de l'échelle de pente du plan, 
on mène 6c=l à l'échelle et perpendiculaire à bd. On mène en- 
suite cg perpendiculaire kcd^ et bg est la longueur de la division 
demandée ; on a, en effet : 

bd : bc=^ : «jr, d'où bc : cg=i : [bc : bd). 

Par le calcul : Puisque bc=l, on a Q/=i : bd. 

Quand la cote donnée est entière, le point a est un des points de 
division de la droite demandée. Mais si cette cote est fraction- 
naire et égale à n,9», on doit déterminer la position du point 
ayant pour cote n, e.n cherchant (n^ 283) la longueur de 
l'échelle de pente demandée correspondant à une différence de 
niveau =» o,m. 



It86. Par deux droites A, B, mener un plan r. 

Fig. 348 et 349. Menez les transversales coupant chacune les 
échelles de pente des droites données aux points portant même 
cote. Ce sont des horizontales du plan demandé. 

L'échelle de pente demandée est perpendiculaire à ces trans- 
versales, et les points de division sont ceux où elle est coupée par 
ces transversales. 
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!t89. Tar un point a et une droite D, menez un plan r. 

1 % La droite est oblique au plan de comparaison : 

Fig. 350. Déterminez sur la droite donnée D le point h ayant 
même cote que le point a (285). La droite àb est une horizontale 
du plan demandé. Par les points de division delà droite donnée, 
on mène des parallèles à ab. Ces parallèles déterminent, comme 
dans le cas précédent, les points de division de l'échelle de pente 
demandée, chacun de ces points de division ayant même cote que 
la transversale qui le détermine. 

2% Fig. 351. La droite donnée est une horizontale. Alors on 
mène une perpendiculaire à la projection de cette droite ; 
c'est réchelle de pente demandée; on en connaît deux points: 
le point a' ayant même cote que a et le point h où elle coupe 
la droite donnée, et il ne reste plus qu'à graduer cette échelle 
de pente comme il est indiqué au n** 281, 



988. Par un point donné, mener un plan r parallèle à un plan 
donné n. 

Fig. 345. On résout ce problème absolument de la même ma- 
mere qu'au n^ 284. Il suffit, dans la figure, de considérer les 
droites comme les échelles de pente du plan donné et du 
plan demandé. 



S89. Par un point donné a, mener un plan r perpendiculaire 
à une droite donnée. 

Fig. 347. On emploie les constructions analogues à celles qui 
sont indiquées au n^ 285. 

Il suffit, dans la fig. 547, de considérer l'échelle de pente de la 
droite comme celle du plan, et réciproquement. 
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990. Connaissant J-a projection cTun point situé dans un plan 
donné Ui déterminer la cote de ce point. 

Fig. 352. Par la projeclîon du point on mène une perpendi- 
culaire à l'échelle de pente donnée, et Ton détermine (282) la 
cote du point où ces deux droites se coupent; ce sera la cote 
demandée, car cette perpendiculaire est la projection de Thorizon- 
tale du plan passant par le point donné. 



SOI. Chraduer V échelle de pente d'une droite située dans un 
plan donné n et dont la projection est construite. 

Fig. 353. On mène les horizontales du plan passant par les 
points de division de l'échelle de pente du plan donné ; ces 
horizontales coupent l'échelle de pente delà droite aux points de 
division portant mêmes cotes. 



S09. Intersection de deux plans n, P. 

Les horizontales de deux plans ayant même cote sont les in- 
tersections de ces plans avec un même plan parallèle au plan de 
comparaison; conséquemment le point où se coupent ces 
horizontales est le point ayant même cote de l'intersection. 

Cas généraux: a. Les horizontales des deux plans se coupent ; 
3. elles sont parallèles ; t. l'un des plans est horizontal; ^. l'un 
des plans est perpendiculaire au plan de comparaison. 

A. Fig. 354. On mène les horizontales de chaque plan, passant 
chacune par un des points de division de leurs échelles de pente. 
Le point où se coupent deux horizontales de même cote est le 
point de même cote de l'intersection demandée. 

P. Fig. 355. Quand les horizontales des deux plans sont paral- 
lèles entre elles, Tintersection de ces plans est une horizontale 
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commune. Pour eu obtenir un point, on construit les intersections 
de ces plans avec un troisième choisi de manière que ses horizon-* 
taies coupent celles des plans donnés. Par le point m où se cou- 
pent ces intersections, on mène une horizontale qui est commune 
aux deux plans et dont on détermine la cote en calculant celle 
du point où elle coupe Fune ou Tautre des échelles de pente 
données. 

7. Quand l'un des plans est parallèle au plan de comparaison, 
l'intersection demandée est l'horizontale de l'autre portant même 
cote que le premier plan, et le problème consiste à déterminer, 
sur l'échelle de pente du deuxième plan, la projection du point 
ayant même cote que le premier plan (283), puis à mener par 
cette projection une perpendiculaire à celte échelle. 

^. Quand l'un des plans est perpendiculaire au plan de com- 
paraison, son horizontale zéro est la projection de Tintersiection 
demandée et l'on retombe sur le problème du n^291. 



SOS. Intersection p d'une droite avec un plan P. 

Fig. 3S6. On cherche l'intersection du plan donné P avec un 
plan n passant par la droite donnée, et le point où celle-ci coupe 
cette intersection est le point demandé. 

II est inutile de construire l'échelle de pente du plan auxiliaire, 
car on peut construire immédiatement les horizontales de ce plan 
ayant pour cotes des nombres entiers; il suffît pour cela de mener, 
par les points de division de la droite donnée, des droites paral- 
lèles entre elles. 



S94. Babattre un point m suivant un plan : a. oblique^ p. jper- 
pendiculaire au plan de comparaison. 
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Fig. 357. a. Qaand le plan de rabattement est oblique au plan 
de comparaison : par la projection du point on mène une perpen- 
diculaire à rhorizontale zéro du plan (charnière) et Ton porte sur 
cette perpendiculaire, à partir de son pied, d'un côté ou de l'autre 
de ce pied, suivant le sens du rabattement, une longueur égale à 
l'hypoténuse prm du triangle rectangle pmvm ayant pour base 
la distance de la projection du point à l'horizontale zéro du plan, 
et pour hauteur la cote du point exprimée en ligne au moyen de 
l'échelle. 

Il est plus commode de construire d'abord le triangle p^^^ 
que l'on employerait pour rabattre le point n*» 2 de la ligne de 
plus grande pente contenant le point donné et d'en déduire le 
premier triangle indiqué. 

p. Fig. 558. Quand le plan de rabattement est perpendiculaire 
au plan de comparaison : par la projection du point donné on 
mène une perpendiculaire à l'horizontale zéro du plan donné, et 
l'on porte sur cette perpendiculaire, à partir de. son pied, d'un 
côté ou de l'autre suivant le sens du rabattement, une longueur 
égale à la cote du point exprimée au moyen de l'échelle de 
l'épure. 



SOft. Il arrive très-souvent, quand les points sont très-élevés 
au-dessus du plan de comparaison, que Ton rabat sur un plan 
parallèle à ce plan de comparaison et plus élevé ; cela revient à 
réduire toutes les cotes d'un nombre égal à la cote du plan auxi- 
liaire ; ainsi, dans les figures 357 et 358, si l'on augmente 
toutes les cotes de 60 mètres, les rabattements effectués seraient 
censément faits sur le plan horizontal ayant pour cote 60. 



!t06. BabaUre une droite. 

Fig. 359 et 360. Gela revient à rabattre deux points de cette 
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droite, et autant que possible on choisit pour Tun d'eux le point 
où la droite perce le plan de comparaison, parce que ce point, se 
trouvant sur la charnière, se confond avec son rabattement. 



SOT. Bedresser un point qui a été rabattu suivant un plan : 
a. oblique^ p. perpendiculaire au plan de comparaison. 

Fig. 557. a. Par le rabattement donné, menez la perpendicu- 
laire à la charnière. Construisez le triangle p^i comme si 
vous vouliez rabattre le point â situé sur la ligne de plus grande 
pente du plan, ayant pour projection cette perpendiculaire. 

Prenez p<|/m==ppw, et du point ^m menez ^m perpendiculaire 
à pwp ; le point m est la projection et m^m la cote de ce point ex- ' 
primée en longueur et que l'on transforme ensuite en nombre au 
moyen de l'échelle de l'épure. 

Fig. 558. 3. Quand le plan de rabattement est perpendiculaire 
au plan de comparaison, du rabattement donné pm on mène la 
perpendiculaire à l'horizontale zéro du plan: le pied m est la pro* 
jection et m^ la distance, à l'échelle, du point m au plan de com- 
paraison. 



208. Bedresser une droite. 

Cela revient à en redresser deux points. 
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MESURE DES DISTANCES. 

S09. Diitanee de deux points, a,h. 

Fig. 361 . Graphiquement : Rabattez ces deax points,^suivaQt le 
plan vertical qui les contient, sur le plan parallèle au plan de 
comparaison passant par le plus bas de ces points. 

Par le calcul : Soit d la distance horizontale de ces points ex- 
primée en nombre au moyen deTéchelle de la figure ; y et, y', les 

cotes de ces points; on a p=V^(y' — y)*+d" 



300. Connaissant la différence de niveau de deux points et la 
pente pdela droite qui les contient, déterminer la distance horizon- 
tale et la distance réelle de ces points. 

Fig. 362. Graphiquement : Construisez un triangle rectangle 

hac tel que a& = jp et ac=i à l'échelle. 

Prenez cd^= à la différence de niveau j/— y donnée, et perpen- 
diculaire à ac ; menez dg parallèle à a& et arrêtez cette droite au 
point où elle coupe la droite ic ; cg est la distance réelle et dg la 
distance horizontale demandées. 

Par le calcul : Ce problème et le suivant se présentent très-sou- 
vent dans le tracé des voies de communication, et alors il est im- 
possible, vu la petitesse dejp relativement à la différence de ni- 
veau donnée, de procéder graphiquement ; mais par le calcul on a 

^fl^^ (3/— y) ' P et cg=. Vdg^-^-cd^ 



ou 



«g = v/(^0*+ {^-y)' o« \/ iy-yy 0+].) 
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30t. Connaissant la distance horizontale de deux points situés 
sur une droite dont la pente est donnée, déterminer la différence de 
niveau de ces deux points. 

Fig. 362. Construisez encore le triangle rectangle abc tel que 
ac=l, ab=p; prenez ce égale à la distance donnée, et menez eg 
perpendiculaire à c&; e^ e^t à l'échelle la différence demandée. 

Par le calcul, on a j/ — y=p.ce. 



30S. Distance de deux droites parallèles. 

Fig. 363. Graphiquement : C'est la distance de leurs rabatte^ 
ments suivant le plan qui les contient. 

Par le calcul : Fig. 364. Soit MN le plan de comparaison, àb et 
cd les deux droites parallèles entre elles. Supposons cp perpen- 
diculaire à cib ;le problème consiste à déterminer la longueur 
de cp. 

On peut déterminer sur Tépure même Tangle cap' , qui s'y 
trouve en véritable grandeur, et l'angle i^ap' que font les droites 
avec le plan de comparaison ; on connaîtra donc deux angles 
plans de trièdre aqp'p et >le coin ap' qui est droit, et, par suite, 
les deux côtés de Tangle droit du triangle sphérique rectangle 
correspondant à ce trièdre ; Thypolénuse de ce triangle, qui est 
la mesure de Tangle cap, peut donc être calculée par la formule : 

COS. 0=^805*3^ (cOS. 6 COS. c). 



Mais l'angle cap étant connu ainsi que ac, on peut calculer cp, 
puisque 

cp»ajfc. sin. cap. 
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303. Distance d'un point à une droite. 

Fig. 565. Graphiquement : En rabattant la droite et le point 
suivant le plan qui les contient, on a non-seulement la distance 
demandée, en menant du rabattement du point la perpendicu- 
laire à celui de la droite, mais encore le rabattement de la per- 
pendiculaire menée du point à cette droite. 

Par le calcul : En menant par le point une parallèle à la droite, 
on peut, comme au numéro précédent, calculer la dislance de 
ces parallèles, ce qui est suffisant si Ton ne veut que la distance 
du point à la droite ; mais si Ton doit déterminer la perpendicu- 
laire menée de ce point à cette droite, il faut recourir à un autre 
procédé. 

Fig. 566. Soit MN le plan de comparaison, m le point donné 
que nous supposerons dans ce plan, ab la droite donnée ayant 
pour projection àb\ Joignons am; menons nib' perpendiculaire 
à àb\ puis Vp perpendiculaire à ab; mp est aussi perpendiculaire 
à ab; cette droite serait déterminée si Ton connaissait la cote du 
point p. La longueur am et l'angle Vam peuvent être mesurés 
sur l'épure. On connaît l'angle bab^. 

Or on a cÀ'=am coç. niab' 

ap^=àV COS. pap^=am. cos. mab'. cos. pap'. 

Par suite,jîp'=ap sin. pap'=am. cos. maV. cos. pap'. sin.pap'. 

On connaît donc les projections cotées de deux points de la 
perpendiculaire. 

Quand le point n'est pas dans le plan de comparaison, on élève 
celui-ci jusqu'à ce point, ce qui vient à diminuer toutes les cotes 
de celle de ce point. 



304. Distance de deux droites quelconques A, B. 

Fig. 567. Par l'une des droites A menez un plan n parallèle à 
l'autre. Par un point b de celle-ci, B, menez une' droite perpen- 
diculaire à ce plan (283). Déterminez le pied p de cette perpen- 
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diculaire (293).Par ce piedjp, menez une parallèle B' à la seconde 
droite, B, (292). Cette parallèle coupe la droite A en un point m 
par lequel on mène une nouvelle perpendiculaire au plan auxi- 
liaire, qui est perpendiculaire aux deux droites et qui coupe la 
droite B en un point n. La distance demandée p est celle des 
points m,n. 



305. Distance cPun point à un plan n. 

Fig. 368. Par le point menez un plan '"' perpendiculaire aux 
horizontales du plan donné. Rabattez, suivant ce plan auxiliaire, 
son intersection avec le" plan donné, ainsi que le point donné ; 
la distance du rabattement de celui-ci au rabattement de Tinter- 
section est la distance demandée. 

Par le calcul : Soit d la distance du point à Thorlzontale du 
plan portant même cote et a l'angle du plan avec le plan de 
comparaison ; la distance demandée = d sin. n. 



306. Distance de deux plans parallèles. 
Cela revient à déterminer, comme au problème précédent, la 
distance i'nn point de Tun de ces plans à l'autre. 



Mesure des angles. 

307. Angle de deux droites. 

Fig. 369. Graphiquement: C'est l'angle formé par leurs rabat- 
tements suivant le plan qui les contient. 

Par le calcul : Fig. 370. Soit MN le plan de comparaison ; (U, 
hs les deux droites ayant pour projections asf^ bsf. Dans le trièdre 



— 126 — 

sc^s'j on connaît les angles plans ass'^ hsc!^ compléments des 
angles formés par les droites données avec le plan de comparai- 
son, et le coin ss! qui a pour mesure l'angle a^. On connaît donc 
un angle et les côtés adjacents du triangle sphérique correspon- 
dant, et le troisième côté peut être calculé au moyen des formules 
de la trigonométrie sphérique. 



308. AngU de deux plans. 

Graphiquement: Fig. 571. Rabattez Tintersection des deux plans 
donnés suivant son plan projetant «. 

Menez une droite mon perpendiculaire à la projection de l'in- 
tersection; c'est l'horizontale zéro d'un plan perpendiculaire à Tin- 
tersection. Du point o où elle coupe la projection de l'intersection, 
menez o^s perpendiculaire à a^l. Ramenez le point ^s en £$ sur 
la projection de l'intersection en le faisant tourner autour du 
point 0. Joignez ïs aux points m, n où As coupe les horizontales 
zéro des plans donnés. 

Fig. 372. Quand les échelles de pente des deux plans sont 
parallèles, on coupe immédiatement par un plan perpendiculaire 
au plan de comparaison et dont l'horizontale zéro est parallèle 
aux échelles de pente données. 

Par le calcul: Fig. 375. Soit ash le plan de comparaison ; asc^ 
bsc les deux angles connus par leurs échelles de pente. 

On peut mesurer sur l'épure l'angle asb formé par les horizon- 
tales zéro de ces plans. On connaît les coins as et bs qui sont les 
angles formés par ces plans avec le plan de comparaison. 

On connaît donc, du triangle sphérique correspondant au 
trièdre sabc^ un côté et les deux angles adjacents, et la question 
consiste à calculer le troisième angle qui est la mesure du 
coin se. 
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S09. Angk cPune droite avec un plan. 

Par un point de ia droite on mène une perpendiculaire au 
plan. On détermine l'angle de ces deux droites et l'on en prend 
le complément. Ce problème a peu d'importance quand il s'agit 
d'an plan quelconque. 



310. Ce qui précède suffit pour pouvoir résoudre, par la 
méthode des projections cotées, non-seulement les problèmes 
roulant sur le point, la droite et le plan, mais encore ceux qui 
concernent les lignes et les surfaces courbes. 



4. 



DEUXIÈME PARTIE 



DES LIGNES ET DES SURFACES COURBES 



DEUXIEME PARTIE. 



PBEMIÉBE SECTIOir. — DES LIGNES COURBES. 



N9TI0N8 PBÉLIMINAIBE8. 

311. On nomme surface la limite d'ane portion d'étendue. 

Celte limite n*a pas d'épaisseur, car il n'y a pas d'intervalle 
entre cette étendue et celle qui l'environne. 

Une ligne est la limite d'une portion de surface; c'est ce qui 
sépare cette portion d'une autre de la même surface. Elle n'a 
pas de largeur, car il n'y a pas d'intervalle entre les deux por- 
tions de surface qu'elle limite. 

Un point est une des limites d'une portion de ligne. C'est ce qui 
sépare cette portion d'une autre de la même ligne, et il n'a pas 
de longueur, car il n'y a pas d'intervalle entre les deux portions 
de ligne qu'il limite. 

319. Considérons un cube. Sa surface est composée de six 
faces limitées chacune par quatre arêtes qui sont des lignes, 
dont chacune est limitée par deux sommets qui sont des points. 

Supposons ce cube en mouvement; chacune de ses .faces, de 
ses arêtes, chacun de ses sommets se meut également. 

On conçoit donc le mouvement d'une surface, d'une ligne, d'un 
point, même en faisant abstraction des choses que celte surface, 
cette ligne et ce poin) limitent. 
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313. L'ensemble des positions successivement occupées par 
un point en mouvement, cejque Ton nomme en mécanique sa 
trajectoire, constitue une ligne, et Ton considère une ligne comme 
la trace cTun point qui se meufj chacune de ces positions étant elle- 
même un point, on peut encore considérer une ligne comme une 
série de points juxtaposés comme les grains d*un chapelet. 

314. Une ligne peut se mouvoir de manière que deux de ses 
positions successives se coupent f dans ce 'cas, l'ensemble des 
intersections provenant chacune de deux de ses positions suc- 
cessives constitue une ligne déterminée. 

Fig. 374. Supposons que la droite D tourne autour du point o, 
en demeurant dans le même plan. Soit D' une autre position de 
cette droite; en supposant que de D en D' elle ait tourné d'une 
quotité |>op'=2*, jp etjt/ étant les pieds des perpendiculaires 
menées à ces droites par le point o. Soit^m le point où se cou- 
pent D et D', on a om=op : cos a. 

En diminuant progressivement a,^ et en passantà la limite, on 
a om=op. 

De sorte que le lieu géométrique des intersections provenant 
chacune de deux positions successives de la droite D, c*est la 
circonférence décrite par le point i> autour du point o, pendant 
que la droite D tourne autour du même point. 

Fig. 375. Supposons une circonférence dont le centre o tourne 
autour d'un point « situé dans le plan de cette circonférence. Le 
lieu géométrique des intersections résultant chacune de deux 
positions successives de la circonférence mobile se compose des 
deux circonférences ayant pour centre • et pour rayon ùto+oa. 

Quand deux circonférences se coupent, la corde commune est 
perpendiculaire à la droite joignant leurs centres et passe par le 
milieu de cette droite, si ces circonférences sont égales. 

Faisons la corde oo'=2^. 

On a wp= vom* — <^*. 

Diminuons progressivement l'arc oo' et passons à la limite; la 
corde oo' se confondra avec l'arc oo\ et l'on aura mp'^o'm^oa et 
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les points a appartieDdroDt au lieu géométrique] considéré. Ce 
lieu se compose donc des deux circonférences »a. 

315. La ligne, lieu géométrique des intersections provenant ^ 
chacune de deux positions successives d'une autre ligne qui se «..,.^^.^ 
meut, se nomme Venvéloppe de ces positions. C'est une limite que 

la ligne mobile touche constamment, mais qu'elle ne peut franchir. 

316. Une surface peut se mouvoir de manière que trois de 
ses positions successives se'coupenf en un point; l'ensemble de 
tous les points ainsi obtenus constitue une ligne engendrée par 
cette surface. 

319. Quel que soit le mode de génération d'une ligne, on 
peut toujours la considérer comme engendrée par le mouvement 
d'un point, et c'est en déduisant les conséquences de ce mode 
de génération que nous'étudierons les propriétés des lignes. 

318. On peut demander ce que l'on entend par positions suc- 
cessives d'un point, d'une droite ou de toute autre figure qui se 
meut. La réponse exige quelques développements. 

Considérons les deux points a,6 (fig. 376) ; la ligne droite qui 
les joint est ce qu'on nomme leur distance ; on peut réduire cette ' ' 
distance et même Tanéantir; pour cela, faisons marcher progres- 
sivement le point b de droite à gauche'; d'abord la distance entre 
ces deux points diminue, mais |il arrive toujours un instant ou 
les deux points se confondent et n'en font plus qu'un, et alors il 
n'y a plus de distance, car, pour qu'il y en ait une, il faut deux 
points extraposés, et c'est cette' extraposition même qui consti- 
tue l'idée de distance. Pour occuper la même position que le 
point a, le point & a dû en quitter une autre, la plus rapprochée 
que l'on puisse concevoir de ce point a, et dont celui-ci est la 
position immédiatement successive ; c'est à" celte position occu- 
pée immédiatement, avant le point a que se trouve ce que Ton 
nomme la limite de rapprochement des points a et &, car, passé 
cette limite, il n'y a plus de distance, plus de ligne, puisqu'il n'y 
a plus qu'un point. 

Quelle est la distance de deux positions successives? En 



— 134 — 

d'autres termes, quelle est la longueur de cette ligne la plus 
courte que Ton puisse concevoir.? Pour répondre à cette question, 
il faut entrer dans d'autres considérations. 

Peut-on diviser une longueur dh en une infinité de parties 
égales ? En prenant le mot infinité dans son acception rigou- 
reuse, la réponse est négative, car l'infini n'ayant ni commen- 
cement ni fin, étant dépourvu de bornes, ne peut être ni 
augmenté ni diminué, et ici il est évident qu'en éloignant ou en 
rapprochant le point & du point a, on ajoute ou Ton relire des 
parties de l'intervalle de ces deux points. La divisibilité est donc 
limitée, et toutes les discussions concernant cette propriété des 
corps et, par suite, de l'étendue ne reposent que sur la confusion 
de l'idée de l'infini, qui n'a pas de bornes avec celle de l'indé- 
fini, qui est borné, mais dont les bornes échappent à notre en- 
tendement. Le nombre de parties élémentaires, indivisibles, 
contenues dans une portion limitée d'étendue est donc limité, mais 
il est plus grand que tout ce que l'on peut imaginer, et chacune 
de ces parties est moindre que tout ce que nous pouvons ex- 
primer. En peut-il être autrement quand notre entendement est 
si borné que des nombres d'une vingtaine de chiffres nous 
épouvantent déjà, tandis qu'il ya des nombres de 100, de 1,000, 
de 10,000 chiffres écrits à la suite les uns des autres et que ces 
nombres ne sont rien en les^ comparant à d'autres également 
possibles ? 

Au reste, la réalité nous échappe ; nous ne connaissons les 
êtres extérieurs que par les apparences fugitives sous lesquelles 
ils se manifestent à notre conscience, et nous les concevons non 
pas tels qu'ils sont, mais tels qu'ils nous paraissent. 

De même que Leibnitz, nous concevons donc une ligne comme 
composée d'un nombre très-grand de parties excessivement pe- 
tites dont chacune est limitée par deux points qui ne peuvent 
subir le moindre rapprochement sans se confondre et sans que 
leur distance soit anéantie. 

Le passage d'un de ces points à l'autre constitue le plus petit 



— 135 — 

déplacement'que nous puissions concevoir, et nous disons que 
deux positions d'une figure sont successives quand le passage de 
l'une à l'autre n'exige que ce déplacement élémentaire. 

Nous appellerons élément rectiligne la partie de ligne limi- 
tée par deux points qui 'ne peuvent plus se rapprocher sans se 
confondre, et nous considérerons une ligne courbe comme un poly- 
gone d'un nombre indéfiniment grand de côtés dont chacun est 
réduit à sa limite de petitesse, c'est-à-dire à un élément rectiligne. 

319. Pour qu'une ligne soit définie, on doit connaître exacte- 
ment la nature du mouvement auquel le point générateur est 
soumis. La nature de ce mouvement est définie géométrique- 
ment par des conditions déterminées auxquelles le point géné- 
rateur doit satisfaire dans chacune de ses positions successives. 
Par exemple, le point qui se meut doit demeurer dans un plan 
et doit être constamment à une même distance d'un point fixe, 
ou bien la somme ou la différence de ses distances à deux points 
fixes doit être constante. 

350. On nomme ligne particulière ou définie cette qui est 
engendrée par un point se mouvant toujours de la même façon^ 
ou bien celle dont tous les points remplissent les mêmes conditions. 

En d'autres termes : une ligne particulière est le lieu géomé- 
trique des points situés sur une surface définie et satisfaisant à 
des conditions invariables, mais déterminées. 

351. Des lignes sont de même espèce quand les conditions de 
mouvement ne diffèrent que par la grandeur des longueurs qui y 
entrent; ainsi, toutes les courbes engendrées par des points qui se 
meuvent de manière que la somme des distances de chacun d'eux 
à deux points fixes soit constante sont de même espèce, quelles 
que soient la distance des deux points fixes et la somme des dis- 
tances à ces deux points. 

3SS. On distingue d'abord les courbes en planes, dont tous les 
points sont dans un même plan, et en gauches, dont tous les points 
ne sont pas dans un même plan. On dit que les premières sont à 
simple courbure, et que les autres sont à double courbure. 
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TANGENTES ET NORMALES. 



3S3. Nommons tangente à un polygone la droite qu'on ob- 
tient en prolongeant dans les deux sens un côté a& (fig. 377) 
de ce polygone ; ce côté sera le contact de cette tangente à ce 
polygone. 

Appelons aussi tangente à une courbe le prolongement d'un 
élément rectiligne de cette courbe, et nommons aussi contact de 
cette tangente cet élément lui-même. La longueur de cet élément 
étant moindre que tout ce que Ton peut imaginer, on l'a consi- 
déré comme un point, et de là la définition vicieuse d'une tan- 
gente à une courbe que l'on trouve encore dans de vieux traités 
de géométrie : on nomme tangente en un point d'une courbe^ une 
droite qui ida que ce point commun avec cette courbe^ définition qui 
s'applique aussi bien à la normale en ce point qu'à la tangente, la 
normale en un point étant la perpendiculaire en ce point à la tan- 
gente correspondante. 

3!t4. Supposons que la corde cd^ parallèle à la tangente ai, se 
meuve en demeurant parallèle à elle-même. A mesure qu'elle se 
rapprochera de la tangente, les deux extrémités c, d de cette 
corde se rapprocheront; il arrivera un instant où ils ne pourront 
plus se rapprocher sans se confondre; on dit qu'on est alors ar- 
rivé à la limite^ que la^corde se confond avec l'arc qu'elle sous- 
tend et que la droite ab est devenue une tangente ; au delà de 
celle-ci, une parallèle à ah ne coupe plus, en général, la courbe; 
de là une autre définition :une tangente est une limite des sécantes 
parallèles à une droite. 

3Sft. Prenons une sécante am^ passant par le point a ; faisons- 
la tourner autour du point a, dans le sens man; le point m se 
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rapprochera du point a; il arrivera [encore un instant où il ne 
pourra plus avancer sans se confondre avec ce point a, et alors la 
sécante sera convertie en une tangente; ce sera encore une tan- 
gente quand il aura dépassé le point et occupera la position im- 
médiate à droite de ce point. 

Rigoureusement donc, il y a deux tangentes passant en un 
même point d'une courbe ; mais comme elles font entre elles un 
angle moindre que tout ce que nous pouvons exprimer, nous les 
considérons comme se confondant et n'en faisant qu'une qui 
serait la limite des sécantes passant par un point et coupant la 
courbe en un second point situé , pour les unes^ d'un côté et, pour 
les autres de Vautre côté de ce point. 

3S6. Le contact d*une tangente prend divers noms déter- 
minés par les positions des deux portions de la courbe situées 
de part et d'autre de ce contact. 

Ce contact est ordinaire quand ces deux portions sont d'un 
même côté de la tangente et tournent leurs convexités vers le 
même point, comme dans la fig. 378. Tous les contacts des tan- 
gentes attx courbes convexes, comme la circonférence, sont de 
cette espèce. 

Il prend le nom de point d'inflexion quand, comme dans la 
fig. 379, les deux portions de la courbe séparées par ce contact 
sont de part et d'autre de la tangente et ont leurs convexités 
tournées en sens opposés. 

C'est un point de rebroussement, quand, comme dans les 
fig. 380 et 381, le point générateur, arrivé au contact c, revient 
sur lui-même et prend une nouvelle direction pour continuer son 
mouvement. 

3S9. La fig. 382 fait concevoir qu'il est des courbes telles 
qu une même droite peut leur être tangente en plusieurs points 
et être en même temps sécante en d'autres. 

398. Lorsqu'une courbe est définie géométriquement ou ana. 
lytiquemcnt, la tangente en un point, les tangentes par un point 
extérieur, ou dont la direction est connue, sont toujours détermi- 
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nées et peuvent souvent être construites lors même que la 
courbe ne Test pas (1). 



(1) La géométrie descriptive et la géométrie analytique doivent être étudiées en même 
temps, ces deux branches se complétant et s*éclairant mutuellement ; nous supposons donc 
que le lecteur possède les éléments de géométrie analytique, exposés avec beaucoup de 
méthode dans les traités publiés par Briot, Roguet ou dans celui de Salmon. 
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CERCLES ET PLANS OSCULATEDRS. 

3SO. Dans les courbes planes, on ne considère qu'une nor- 
male, la perpendiculaire menée, dans le plan de la courbe, à la 
tangente, en son contact; mais il en est autrement pour les courbes 
gauches, comme on le verra sans tarder. 

330. En général, trois points successifs d'une courbe ne sont 
pas en ligne droite et constituent le plus petit arc de cercle que 
Ton puisse concevoir, puisqu'il faut trois points non en ligne 
droite pour déterminer une circonférence. 

Cet arc excessivement petit prend le nom d'élément circulaire^ 
et l'on peut considérer une courbe comme une série d'éléments 
circulaires, tels que deux de ces éléments successifs ont un élé- 
ment rectiligne commun, de sorte que l'élément circulaire cor- 
respondant à un point se compose de ce point, du précédent et 
du suivant. 

Le plan de cet élément circulaire est appelé plan osculateur, 
et le cercle dont la circonférence contient cet élément est appelé 
le cercle osculateur au point correspondant a ce même élément. 

331. Pour une courbe plane, tous les plans osculateurs se 
confondent avec le plan de la courbe; mais pour une courbe 
gauche, ils diffèrent d'un point à^un autre, et l'on nomme normale 
principale en un point d'une de ces courbes, l'intersection du 
plan osculateur avec le plan normal en ce point, ce plan normal 
étant le plan perpendiculaire en ce point à la tangente en ce 
même point. 

338. En chacun des points d'une courbe, celle-ci a la même 
courbure que le cercle osculateur en ce point; on nomme donc 
aussi ce cercle : cercle de c(mrbure, et son centre, centre de cour- 
hure^ pour le point correspondant de la courbe. 

333. Pour une courbe plane, chaque centre de courbure est 
rintersection de deux normales successives, normales qui sont 
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les perpendiculaires aux milieux des éléments rectilignes com- 
posant réiément circulaire correspondant au point relatif à ce 
centre de courbure. 

334. Deux normales successives font le même angle que les 
éléments rectilignes auxquels elles sont perpendiculaires. Cet 
angle porte le nom d*angle de contingence, et, quoique excessive- 
ment petit, il varie d'un point' à un autre d'une même courbe, 
sauf pour les circonférences, en chaque" point de chacune des- 
quelles il est constant. 

335. La normale en un point d'une courbe plane est toujours 
déterminée; il en résulte que chaque centre de courbure est 
aussi déterminé et que Tensemble de ces centres pour une 
courbe plane constitue une autre courbe déterminée qui s'appelle 
la développée de la première, et celle-ci est ce qu'on nomme une 

I ' '. développante de celte développée. 

336. Une développante ne peut avoir qu'une développée, 
puisque deux normales successives ne peuvent se couper qu'en 
un point; mais une développée peut avoir une infinité de déve- 

' ' ' / loppantes, car une même droite peut être normale à une infinité 
' ' / de courbes. 

Chaque développante .d'une courbe est caractérisée par son 

rebroussement, c'est-à-dire par le point qui lui est commun avec 

cette courbe. 

337. Toute normale à une développante est tangente à la déve- 
loppée de cette courbe, car cette normale a deux points successifs 
communs avec cette développée, ses intersections avec la nor- 
male précédente et avec la suivante. 

338. La portion d'une tangente à la développée comprise entre 
cette courbe et une développante est équivalente à Tare de développée 
limité par cette tangente et cette développante. 

Fig. 583. Soit la tangente eW à la développée oap^... et oabcd,.. 
la développante ayant pour rebroussement le point o; il faut dé- 
montrer que d«^ est équivalent à Tare oap-y^. 

Soient o*, a*, 6p, c^, d^ les normales successives à la dévelop- 






— 141 — 

paDte, et a, ^, 7, ^, les centres de courbure qu'elles déterminent ; 
on a : 

Oa<=aa«; ap=6p; lyf=c^; c^=d^ 

comme rayons d'un même cercle; on tire de ces égalités : 

gpsss aP= aa-[-aP=« Oa-}-aP «=Oap. 
- Cl= &P-|-P*y = OaP+p7 = Oap-y. 
d^= (^= C7-l-f«^= OaPT^. C. Q. F. D. 

339. Il résulte de celte proposition que si une droite hg 
(fig. 384) tourne, dans le sens de la flèche, sans frottement ni 
glissement; sur la circonférence oh à laquelle elle demeure tou- 
jours tangente, chacun des points, comme le point 9, de cette 
droite décrit une développante dont 1 e rebroussement est le 
point a où le point 9, pendant son évolution, touche la circonfé- 
rence; on voit que réellement une développante de cercle se 
compose de deux parties séparées par le point a. 

Supposons qu'on ait enroulé sur cette circonférence un fil 
d'une longueur indéfinie, mais dont l'extrémité libre se trouve 
au point a; si Ton développe ce fil en le maintenant toujours éga- 
lement tendu, l'extrémité décrira une des branches de la déve- 
loppante ayant pour rebroussement le point a. La partie décrite 
pendant qu'on déroule un tour de ce fil est une spire de cette 
développante. 

340. Une courbe étant donnée, construire sa développante ayant 
pour rebroussement un point donné. 

Dans les applications on ne construit guère que des dévelop- 
pantes de cercles, et il est rare qu'on en construise une spire 
entière, le problème peut être résolu de plusieurs manières. 

a. Par points (fig. 384). Soit a le rebroussemenF donné; on 
mène un certain nombre de tangentes, et sur chacune d'elles on 
porte, à partir de son contact n, en cheminant dans le même sens 
qui si l'on voulait retourner au point a, une longueur nm équi- 
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valente à Tare na; le point m appartient à la courbe que Ton 
trace à la main après en avoir déterminé un certain nombre de 
points. 

b. Par un mouvement continu. Oçi prend un disque du 
rayon oa, on le place de manière^qu'il recouvre le cercle on; on 
enroule un fil sur la tranche de ce'disque ; au point du fil qui cor- 
respond au rebroussement donné, on fixe une pointe ; on déve- 
loppe le fil en le maintenant également tendu, et la pointe décrit 
une branche de la développante demandée. 

c. Par arcs successifs. Les moyens précédents ne fournissent 
pas des résultats (rès-exacfs, et lorsqu'on ne veut pas une pré- 
cision très-grande, on emploie une méthode approximative. On 
substitue à la circonférence donnée (fig. 383) un polygone 
régulier cap-y... dont les côtés se confondent sensiblement avec 
les arcs qu'ils soustendent; en plaçant les sommets très-peu en 
dehors de la circonférence, ce polygone a le même périmètre 
que le cercle. On prolonge tous les côtés de ce polygone dans le 
même sens. Le point o étant le rebroussement donné, du point a 
comme centre en parlant du point o, on décrit un arc oa, que l'on 
arrête au point' où il rencontre le prolongement du côté ta; du 
point p comme centre en partant du point a, on décrit un second 
arc que l'on arrête au point h où il rencontre le prolongement 
de iP ; on décrit un troisième arc ayant pour centre t, partant du 
point b et s'arrêtant en c, et Ton continue ainsi en prenant suc- 
cessivement pour centre tous les sommets du polygone. 

341. Pour tout ce qui concerne les points singuliers, les 
centres de courbure, les développées des courbes, les élèves 
feront très-bien de se familiariser avec le calcul différentiel et 
intégral. Les ouvrages de Sonnet et de Duhamel, intitulés Elé- 
ments de calcul infinitésimal sont à la portée de tous ceux qui 
voudront se donner la peine de les étudier. 
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RECTIFICATION DE COURBES. 



84*. Rectifier une courbe, c'est, en la considérant comme un 
fil très-ténû, la redresser idéalement de manière à la transfor- 
mer en une portion de ligne droite dont on mesure ensuite la 
longueur qui est celle de la courbe elle-même. 

343. Sauf quelques cas très-rares, il est impossible d'obtenir, 
avec la précision qu'exigent les opérations mathématiques, la 
longueur d'un arc de courbe déterminé; par le calcul, le plus 
souvent, ceite longueur est exprimée par une série dont on ne 
peut calculer que quelques-uns des premiers termes, ce qui ne 
donne qu'une approximation, aussi grande, il est vrai, qu'on le 
désire. 

344. Les moyens graphiques, malgré l'imperfection qui leur 
est inhérente, peuvent donner des approximations suffisantes pour 
les applications. Celui qui se présente le premier à la pensée, 
consiste à porter successivement à la suite d'elle-même, sur la 
courbe que Ton veut rectifier, une ouverture de compas assez 
petite pour que Tare limité par les pointes de cet instrument 
soit sensiblement droit. On porte ensuite un même nombre de 
fois cette ouverture sur une ligne droite et l'on a sur celle-ci, du 
point de départ au point d'arrivée, la longueur cherchée. 

345. On peut aussi appliquer sur la courbe, petites portions 
par petites portions, un fil très-fin et rendu à peu près inexten- 
sible en Tenduisant légèrement de cire blanche; la longueur du 
fil ayant recouvert la courbe est évidemment la longueur cher- 
chée. 

34tt. Ces deux procédés sont longs, exigent beaucoup de 
dextérité ; c'est pourquoi il vaut mieux employer les procédés 
de W. J. Macquorn Rankine, qui, quoique empiriques et 
approximatifs, sont plus précis. 
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347. Déterminer la longueur approximative d^un arc ab cFune 
circonférence donnée. 

Fig. 383. k Tune des extrémités de cet arc, a, menez la tan- 
gente; partagez Tare àb en quatre parties égales; menez le 
rayon oc qui passe par le point de division le plus rapproché de 
l'extrémité a ; prolongez ce rayon jusqu'au point » où il ren- 
contre la tangente menée; du point» comme centre, en partant de 
l'autre extrémité, 6, décrivez l'arc 6d;a(ï est la longueur cherchée. 

L'erreur est en excès, c'est-à-dire que ad est un peu plus grand 
que la longueur exacte de l'arc ab ; elle est de 1 : 4,000 de cette lon- 
gueur pour un arc de 60^, et elle est proportionnelle à la quatrièfne 
puissance du nombre de degrés que comprend cet arc, de sorte 
que, pour un angle de 30^, elle ne serait que de 1 : 64,000 de la 
longueur de cet arc. I 

Quand un arc est un peu grand, on le partage en deux ou ^ 

trois, on fait la construction pour chaque partie et Ton ajoute les 
résultats obtenus. 

348. Déterminer la longueur approximative d'un arc isolé àb. 
Fig. 386. Menez la corde àb, prolongez-la d'un côté d'une 

longueur ao égale à sa moitié; du point o comme centre, en par- 
tant du point b, décrivez un arc bc qui coupe en c la tangente 
menée à cet arc au point a;ac est la longueur cherchée. 

Ici la longueur obtenue est on peu moindre que celle de l'arc ; 
pour un arc de 30^ elle est de 1 : 14,800* de la longueur de cet arc; 
> 450 » 1 : 2,900« > 

» 60« > 1 : 9û^' » 

349. Déterminer sur une circonférence donnée un arc dont la 
longueur est donnée. 

Fig. 385. Soit oa la circonférence donnée ; menez la tangente 
au point a et prenez sur cette tangente ad égale à la longueur 
donnée. Partagez ad en quatre parties égales ; du point de divi- 
sion ", le plus rapproché de a, comme centre, en partant du 
point eï, décrivez l'arc db qui coupe la circonférence donnée en 
premier lieu au point b; ab est l'arc demandé. 
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Il est an pea trop grand et les erreurs proportionnelles sont 
les mêmes qu^aa n^ 346. 

350. Déterminer le rayon cFune circonférence telle que Varc 
de 2»o ait approximativement une longueur donnée. 

Fig. 385. Soit ad la longueur donnée; au point a menez : 
i^, une perpendiculaire oo k ad;^^ du même côté, une droite a& 
faisant Tangle dah égal à no. Partagez ad en quatre parties égales ; 
du point de division «, le plus rapproché du point a comme 
centre, en partant de d^ décrivez un arc qui coupe en b la 
droite ab; du milieu de àb menez une perpendiculaire à celte 
droite; le point o^ où cette perpendiculaire coupe la première 
droite menée, est le centre, et oa^ le rayon de la circonférence 
demandée ; ab est Tare sensiblement égal k ad et de Sn». 

Cet arc et cette circonférence sont un peu trop grands ; les 
erreurs proportionnelles sont les mêmes qu'au vfi 347. 

351. Déterminer la longueur approximative d^tm arc donné 
cPune courbe plane quelconque. 

Quand la courbure ne varie que faiblement d'une extrémité à 
l'autre de l'arc donné, le procédé indiqué au n* 347 peut être 
employé et peut donner la même approximation que s'il s'agis- 
sait d'un arc de cercle. 

Ici encore, quand l'arc est un peu grand, on peut le partager 
en deux ou trois parties que Ton rectifie séparément, et l'on ajoute 
les résultats obtenus. 

Il faut être très-adroit pour ne pas se tromper d'un dixième de 
millimètre dans la mesure graphique d'une longueur; comme les 
procédés de M. Macquorn Rankine peuvent toujours donner lieu 
à des erreurs moindres que ce dixième de millimètre, on peut 
les employer comme s'ils étaient rigoureusement exacts. 

On trouvera tout ce qui est relatif à ces méthodes au 16' vo- 
lume, pages 158 et suivantes, du joarnBl Les Mondes^ publié par 
Tabbé Moigno. 



!• 



— 146 — 

REPRÉSENTATION D'UNE COURBE. 

35S. On nomme projection cFime courbe sur un jpZan, l'ensem- 
ble des projections des points de celte courbe sur ce plan, de 
sorte que, quand un point se trouve sur une courbe, ses projec- 
tions se trouvent sur celles de cette courbe, et que, quand un courbe 
passe par un point, ses projections passent par celles de ce point. 

353. Sauf le cas où une courbe se trouve dans un plan per- 
pendiculaire à un plan de projection, sa projection sur celui-ci 
est une deuxième courbe. 

Quand on projette une courbe sur deux plans qui se coupent, 
il est impossible que les deux projections de cette courbe soient 
droites; car,s^il en était ainsi, la courbe devrait se trouver à la fois 
dans deux plans perpendiculaires chacun à l'un des plans de 
projection, ce qui est impossible. Une de ces projections au 
moins est donc une ligne courbe. 

*354. Une courbe est donc représentée par ses projections sur 
deux plans qui se coupent; elle est, en outre, déterminée par ces 
projections. En effet, quand les deux projections sont des courbes 
ouvertes, comme dans la fig. 587, il n'y a pas d'ambiguïté ; les 
deux points où, sur l'épure, une perpendiculaire à la ligne de 
terre coupe ces projections sont les projections d'un point de 
cette courbe; une de ces projections étant donnée, l'autre est donc 
déterminée, et, par suite, chaque point de la courbe est déterminé. 

Lorsque les projections sont des courbes fermées, comme dans 
la fig. 388, on indique comme en %m,fm, la correspondance 
entre les projections horizontales et les projections verticales des 
points de la courbe représentée, et toute ambiguïté disparait. 

355. L'ensemble des perpendiculaires menées des points 
d'une courbe à un plan de projection, constitue une surface qui 
prend le nom de cylindre projetant cette courbe sur ce plan. Ainsi 
Ton dit : cylindre projetant sur le plan horizontal, sur le plan 
vertical. 
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356. Quand une droite est tangente à une courbe, sa projec- 
tion sur un plan est tangente à la projection de cette courbe sur 
ce plan, car ces deux lignes ayant un élément rectiligne communi 
leurs projections sur un plan doivent aussi avoir un élément 
rectiligne commun. 

Bien plus, quand cette droite et cette courbe se trouvent dans 
un plan perpendiculaire à un des plans de projection, la projec- 
tion de la courbe sur ce plan se trouve sur celle de la tangente. 

357. Construire les projections de la circonférence Sun rayon 
donné, située dans un plan donné P et ayant pour centre un point 
donné 0. 

Fig. 589. Rabattez le point donné suivant le plan donné (153); 
du rabattement obtenu comme centre avec le rayon donné i 
décrivez une circonférence ; c'est le rabattement de celle qui est 
demandée. Pour la redresser, partagez-la en un nombre multiple 
de 4, par des parallèles et des perpendiculaires à la charnière. 
On redresse les points de division et l'on construit à la main la 
courbe passant par les projections horizontales et celle qui passe 
par les projections verticales de ces points de division. 

On reconnaîtra facilement : 

!• Que chaque projection est une ellipse ; 

2^ Que le grand axe de chaque projection est égal au diamètre 
du cercle et est parallèle à la trace correspondante du plan ; 

3"* Que le petit axe de chaque ellipse est la projection corres- 
pondante du diamètre du cercle, perpendiculaire à la trace cor- 
respondante du plan ; 

3® Que les projections sur un des plans des axes de la projec- 
tion du cercle sur Tautre sont deux diamètres conjugués de la 
projection sur le premier plan ; 

3"" Que, quand les traces du plan font des angles égaux avec la 
ligne de terre, les deux projections sont égales ; 

&* Et on en déduira facilement Taire de l'ellipse qui a pour 
mesure na&, a et & étant les demi-axes. 



DEUXIEME PARTIE. 



DEUXIÈME SECTION. ^ DES SURFACES COURBES. , 



MODES DE GÉNÉRATION. 

358. Une surface peut toujours être engendrée par une ligne 
on une autre surface^qui se meut. 

Déjà, en géométrie élémentaire, on considère la sphère comme 
engendrée par un demi-cercle tournant autour de son diamètre, 
et la surface de cette sphère comme l'ensemble des positions 
successivement occupées par la demi-circonférence limitant ce 
demi-cercle. 

On a considéré la surface convexe d'un cylindre de révolution 
comme engendrée par le mouvement d'un des côtés d'un rec- 
tangle tournant autour du côté opposé, et la surface convexe 
d'un cône comme résultant du mouvement de l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle tournant autour d'un des côtés de son angle 
droit. 

Dans tous les arts manuels, au reste, les surfaces peuvent être 
considérées comme engendrées de cette façon. Quand un pla- 
fonneur veut dresser la surface d'un mur, il plante deux règles 
dont il dispose les bords dans le plan qu'il veut dresser ; il plaque 
du mortier entre ces règles sur lesquelles il en fait glisser en- 
suite une troisième qui fait tomber le mortier dépassant le plan 
des deux premières. 

C'est en promenant le tranchant d'un rabot sur la surface qu'il 
veut dresser que le menuisier parvient à la rendre plane. 
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SftH. Pour qu'âne Ugne engendre nne sarface, il faat qu'elle 
se meuve de manière que deux de ses positions successives soient 
distinctes; une circonférence qui tourne autour de. son centre, 
comme une meule, une ligne droite qui se meut le long d'elle- 
même, comme une corde de puits, n'engendrent pas de surface. 

300. De même que, pour un point qui se meut, deux posi- 
tions successives d'une ligne mobile sont tellement rapprochées 
qu'au moyen du plus petit mouvement que l'on puisse concevoir 
on passe de l'une à l'autre. On pourrait même dire qu'elles se 
touchent, si l'on ne suppose point par cette expression une ab- 
sence complète de distance. 

361. On conçoit donc une surface comme une série de lignes 
juxtaposées suivant un certain ordre, et, par suite, une ligne 
n'étant elle-même qu'une série de points juxtaposés d'une cer- 
taine façon, une surface n'est elle-même qu'une série de séries de 
points juxtaposés. 

S6S. La ligne mobile dont l'ensemble des positions succes- 
sives constitue une surface s'appelle la génératrice de celte sur- 
face. Pour en embrasser le mouvement dans toute sa généralité, 
on peut considérer la génératrice comme : l^ invariable de forme 
et de grandeur; 2^ variable de grandeur, invariable de forme; 
3^ variable de forme, invariable de grandeur; 4® variable de 
forme et de grandeur. 

En faisant tourner la demi-circonférence acb (fig. 390) autour 
d& ab pour engendrer la sphère o, ou la droite sa autour de so 
(fig. 391) pour engendrer la surface conique soa, la génératrice 
conserve la même forme et la même grandeur. Il en est de même 
quand on fait tourner la droite ab (fig. 392) autour de o<», qui lui 
est parallèle, pour engendrer la surface cylindrique abcd. 

Mais ces surfaces peuvent être engendrées chacune d'une autre 
manière. Faisons mouvoir une circonférence de manière que 
son centre se trouve toujours sur le diamètre àb (fig. 390),* auquel 
son plan demeure perpendiculaire, et que son diamètre soit tou- 
jours égal à la corde correspondante ap du cercle fixe obc ; nous 
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retomberons sar les circonférences décrites par les points de la 
demi-circonférence ad>^ et nous engendrerons la sphère par une 
génératrice invariable de forme, mais de grandeur variable. 

Pour la surface conique (fig. 391), faisons encore mouvoir 
Qne circonférence de manière que son plan soit toujours perpen- 
diculaire à Taxe so^ sur lequel devra toujours être le centre, mais 
exigeons que le rayon oa soit constamment proportionnel à la 
distance so ; nous retomberons sur les circonférences engendrées 
par les points de sa pendant que cette ligne tourne autour de so, 
ef nous engendrerons encore la surface conique, mais par une 
génératrice variable de grandeur et de forme invariable. 

363. Fig. 393. Soit une portion de droite àb et cd la perpen- 
diculaire menée au milieu. Faisons glisser àb le long de cd, en se 
courbant à mesure qu'elle avance, de manière que le plan de 
chaque arc soit perpendiculaire à cd, le centre dans le plan per- 
pendiculaire au milieu de àb et le rayon en raison inverse du 
chemin parcouru, nous obtiendrons une surface parfaitement 
définie et engendrée par une ligne invariable de longueur, mais 
variable de forme. 

364. Soit encore une portion de droite àb (fig. 394) ; aux 
extrémités et au milieu de cette portion de droite, dans un même 
plan, menons les perpendiculaires oa, &p, co à cette droite; dans 
le plan perpendiculaire au milieu de ab, menons deux droites c», 
c^, telles que Tangle ocv=^ l'angle oc». 

Coupons toutes ces droites par un plan perpendiculaire kco, . 
et sur les droites aP, (^e, limitées par les Ipoints où ce plan coupe 
l^ et Oft ou ct et c^, construisons une ellipse atp^; faisons ensuite 
marcher cette ellipse de manière que] son centre parcoure la 
droite oc, à laquelle son 'plan demeurera perpendiculaire, et 
que les extrémités de ses axes soient toujours sur aa, &p, ct et eJ^ ; 
cette ellipse engendrera une surface qui porte le nom de conoïde c^^^* -^ ^^^'^^ 
droit. Or cette ellipse change constamment de forme, puisqu'un 
de ses axes «p demeure constant, tandis que Tautre varie. Ce 
conoïde est donc engendré par une génératrice variable de forme 
et de grandeur* 
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365. Noas avons dit qa'une surface pouvait être engendrée 
par une autre surface en mouvement, et, dans les applications 
manuelles, c'est ce qui a toujours lieu ; ainsi le plafonneur fait 
glisser une règle, c'est-à-dire une étendue limitée par une sur- 
face, pour dresser son pan de mur, et le tranchant du rabot 
employé par le menuisier n'est que l'arête d'un coin matériel 
dont la surface tout entière se meut en même temps que ce 
tranchant. 

Reportons-nous à la fig. 575 et admettons que c'est le centre 
d'une sphère invariable de grandeur qui parcoure la circonfé- 
rence om; en supposant deux positions o (/ de ce centre, en déter- 
minant le rayon de l'intersection des deux sphères correspon- 
dant à ces positions, puis passant à la limite, ce qui exige les 
mêmes calculs qu'au n^ 315, on arrive à conclure que l'intersec- 
tion de deux positions successives de la sphère o se confond avec 
le grand cercle dont le plan passe par le point » et est perpendi- 
culaire au plan de la circonférence »o, et que le lieu de ces 
intersections successives est une surface qui serait engendrée par 
une circonférence projetée en aa sur le plan aoo' tournant autour 
d*un axe projeté en <» sur le même plan, auquel il serait perpendi- 
culaire. La surface engendrée porte le nom de tore. 

Si le centre d'une même sphère se meut en ligne droite, 
la surface engendrée est cylindrique, a pour axe la droite 
parcourue par ce centre et pour rayon celui de la sphère 
génératrice. 

366. Quand une surface est engendrée par une autre, l'in- 
tersection de deux positions successives de celle-ci est ce qu'on 
nomme la caractéristiqu^e de la première. La surface engendrée 
est Venveloppe des positions de la génératrice et, en donnant au 
même mot une acception différente, on ajoute que ces deux sur- 

' f faces sont enveloppes, 

367. Même lorsqu'une surface est engendrée par une autre, 
on peut toujours la supposer engendrée par une ligne, et c'est ce 
dernier mode de génération que nous considérerons en général. 
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368. Poar qu'âne surface soit définie et particularisée, il faut 
qu'elle soit engendrée par une ligne définie se mouvant d'une 
manière déterminée. Des surfaces sont de la même espèce lors- ' 
qu'elles sont engendrées par des génératrices semblables se mou- . i 
vaut de la même manière. 

369. Pour qu'une ligne se meuve constamment de la même 
façon, il faut que dans chacune de ses positions elle satisfasse à 
de mêmes conditions de mouvement. On peut donc dire qu'tme 
surface particulière est le lieu géométrique des lignes satisfaisant à 
des conditions données. Ainsi une sphère est le lieu géométrique de 
toutes les circonférences décrites sur une même portion de droite 
comme diamètre. Une surface conique indéfiniment prolongée 
est le lieu géométrique de toutes les droites coupant aU même 
point, sous un même angle, une droite donnée. 

370. Mais une ligne déterminée n'est elle-même qu'une série 
de points satisfaisant tous à des conditions données, et l'on peut 
dire cp^une surface est le lieu géométrique de tous les points de 
V espace satisfaisant à des conditions déterminées. 

Par exemple, une surface sphériqueest le lieu de tous les points 
de l'espace à une même distance d'un point fixe ; une surface 
cylindrique de révolution est le lieu de tous les points de l'espace 
également distants d'une droite fixe, et une surface conique de 
révolution est le lieu des points tels que le rapport entre les dis- 
tances de chacun d'eux à Taxe et à un point de* cet axe est con- 
stant. 

371. Les conditions de mouvement d'une génératrice quelle 
qu'elle soit sont définies géométriquement par des points, des 
lignes ou des surfaces à l'égard desquels la génératrice doit tou- 
jours satisfaire à des conditions données. Ces points, ces lignes, 
ces surfaces sont ce qu'on appelle les points directeurs.^ lignes ou 
surfaces directrices de la surface engendrée. 
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DU PLAN TANGENT. 

SIS. Un plan assujetti à passer par nu sommet ou par une 
arête d'un polyèdre, même sans couper ce solide, n'est pas déter- 
miné, mais le plan d'une des faces de ce polyèdre est déterminé, 
î*'*^ ^ V V ^* petite que soit cette face, et c'est ce que nous appellerons 
,.K'. ^ ' v^t^"- ^ plan tangent à ce polyèdre^ de sorte qu'un plan tangent à un 

polyèdre n'est autre chose que le prolongement d'une des 
faces de ce polyèdre. 

Il est évident que, quelle que soit la courbe située sur cette 
face^ la tangente en un point de cette courbe est en entier dans 
le plan de cette face. 

373. Déjà en géométrie élémentaire on considère les surfaces 
convexes des cylindres et des cônes comme des limites de sur- 
faces prismatiques ou pyramidales inscrites ou circonscrites ; en 
d'autres termes, comme des prismes ou des pyramides dont les 
faces latérales sont arrivées à leur limite d'exiguïté. On arrive à 
concevoir toutes les surfaces courbes comme des polyèdres com- 
posés d'une série indéfinie de facettes dont chacune serait arrivée 
à son degré limite de petitesse. En effet, on peut considérer trois 
points contigus d'une surface courbe ; ils constituent le plus petit 
triangle et le plus petit élément plan qui puisse exister, puisqu'il 
faut trois points pour déterminer un plan et un triangle. Nous 

j ^ ' ., , ■ ,0, appellerons ce triangle limite : élément superficiel. Il est moindre 

que la piqûre que Ton peut faire le plus légèrement possible avec 
l'aiguille la plus fine, et c'est ce qui le fait confondre avec un 
point. 

374. On appelle aussi eone superficielle la bande indéfiniment 
étroite constituée par deux lignes juxtaposées, c'est-à-dire arri- 

j,.alu vées à leur limite de rapprochement. 

375. Nous appellerons plan tangent à une surface, le pro- 
longement d'un élément superficiel de cette surface ; cet élément 
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est ce que Ton nomme^contact de ce plan avec cette surface. Od 
considère aussi le plan tangent comme la limite des plans sécants 
parallèles. 

376. Chaque perpendiculaire menée à un plan tangent en un 
point de son contact est une normal^ à la surface ; sauf les sur- y,^,ri^ç,\i^ 
faces qui, comme la surface cylindrique, ont des zones super- 
ficielles planes d'une longueur indéfinie, chaque plan tangent ne 
correspond qu'à une normale. 

397. Quand une courbe située sur une surface traverse le 
contact d'un plan tangent, elle a un élément rectihgne sur ce 
contact, et le prolongement de cet élément est dans le plan 
tangent ; on peut donc dire que le plan tangent est le lieu géomé- 
trique de toutes les tangentes menées en son contact aux courbes r^"^ '^^^ ^J 
situées sur la surface et traversant ce contact. 

Cette propriété du plan tangent est souvent énoncée de la 
manière suivante : lej^lm tangent en un point cCune surface est le 
lieu géométrique des tangentes en ce point à toutes Us courbes 
passant par ce point sur cette surface^ et voici comment on la 
démontre : 

Soient trois courbes c, (/, &'^ (fig. 395) passant par un point a 
d'une surface 2. Prenons une de ces courbes c" comme géné- 
ratrice, et lés deux autres c et c' comme directrices de cette 
surface, de manière que cette génératrice, en cheminant d'une 
position c"' vers le point a, se confonde avec c" en arrivant à ce 
point ; les trois cordes a3, at, Pr» déterminées par le point a et les 
intersections de la génératrice c" avec les directrices c et c, 
sont toujours dans un même plan, et il en est de même à la limite^ 
c'est-à-dire quand c'" se confond avec &' mais alors les cordes 
se confondent avec les arcs qu'elles soustendent et leurs prolon- 
gements sont des tangentes ... 

318. Pour toute surface réglée, c'est-à-dire pouvant être Mk^^m^^i, t A^^ ^ 
engendrée par une lignedroite, le plan tangent en un point 
contient la génératrice recliligne passant par ce point, une ligne 
droite n'étant que le prolongement de chacun de ses éléments. 
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399. On conçoit qu'âne même surface puisse avoir plusieurs 
éléments superficiels distincts dans un même plan, et, par suite, 
qu'un plan puisse lui être tangent en plusieurs points distincts. 
De même on conçoit qu'un plan puisse être tangent en un point 
et sécant en d'autres. 

380. Tout plan passant par le contact d*un plan tangent à 
une surface s coupe ce dernier plan et cette surface suivant deux 
lignes qui ont un élément commun, celui qui se trouve sur le 
contact du plan tangent, et qui sont conséquemment tangentes 
l'une à l'autre. 

381« CimskrwAre le plan tangent en un point cPune surface 
donnée. La résolution générale de ce problème repose sur le 
principe énoncé au n"" 376 et consiste à: 1^, construire deux 
courbes passant par le point donné, sur la surface donnée; 
2**, mener en ce point les tangentes à ces courbes; &>, et par ces 
deux tangentes mener un plan (109 et suivants). Dans la pratique, 
ce problème est toujours simplifié en profitant des propriétés 
connues des surfaces. 
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DU CONTOUR APPARENT. 

38S. Quand on regarde un corps au moyen d'un œil seu- 
lement, la position occupée par le centre optique de cet œil est /^^-^^ X ^x*^. 
ce qu'on nomme le point de vue d'où Ton regarde ce corps. 

383. Quand le point de vue est dans le plan d'une courbe 
plane, et en dehors de cette courbe, celle-ci paraît une portion 

de ligne droite dont les extrémités sont les limites apparentes de iJ^J^ uj^f^t^t, 

cette courbe. Ces limites sont les contacts des tangentes menées 

à la courbe par le point de vue et séparent la partie de celte 

courbe visible du point de vue de celle qui ne l'est pas. Il suffit de 

regarder la figure 596 pour reconnaître qu'aucun point de 

Tare acb n'est visible du point », tandis que tous ceux de l'arc adb 

le sont. 

384. Quand nous examinons un corps opaque, nous no 
voyons qu'une partie de sa surface, celle qui se trouve vers nous. 
On nomme contour apparent ou limite apparente de cette surface^ 
ce qui sépare la partie visible de celle qui ne l'est pas; en d'autres 
termes, l'endroit où l'on cesse de voir cette surface. 

Il est évident que si l'on change de position, la partie visible et, 
par suite, le contour apparent varient; il y a donc pour une 
même surface autant de contours apparents qu'il y a de points 
différents d'où on peut l'examiner. Pour qu'un de ces contours 
soit déterminé, il faut donc que le point de vue correspondant soit 
fixé, et Ton appelle contour apparent Sur^ surface pour un point 
de vue downê^ la ligne gui sépare la partie visible de cette surface de 
ceUe qui ne Vest pas pour ce point de vue. 

385. Le contour apparent d'une surface pour un point de vue 
donne est le lieu géométrique des contacts des plans tangents menés 
à cette surface par ce point de vue. 

Fig. 397. Soit la sphère la surface donnée, et « le point de 
vue donné. Par ce point «» menons un plan qui coupe la sphère. 
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et soitoi&ft' la section. Les points kh\ contacts des tangentes 
menées da point de vue donné à cette section, appartiennent aa 
contour apparent relatif à «* , puisqu'ils séparent la partie visible 
du point « d^une courbe située sur cette surface, dé celle qui ne 
l'est pas. Le plan tangent au point h passe par le point », puis* 
qu'il contient la tangente %«• à la courbe aJcb. (576). Consé- 
quemment, chaque point du contour apparent pour le point « est 
le contact d'un plan tangent passant par •». 

Réciproquement, chaque contact d'un plan tangent passant par 
le point de vue appartient au contour apparentrelatifàce point. En 
effet, que par les points» et k, un de ces contacts, on mène un plan, 
il coupera la surface suivant une courbe aJcbk'j et le plan tangent 
suivant la droite «% tangente en J; à cette courbe (379). Le point 
le est donc une des limites apparentes de cette courbe vue du 
point » , et fait conséquemment partie du contour apparent de 
la surface sur laquelle se trouve cette courbe. 

386. Au lieu de considérer le point « comme un point de 
vue, supposons-le lumineux ; il est facile de reconnaître que la 
partie de la surface, visible de ce point », est éclairée par lui lors- 
qu'il est lumineux, tandis que l'autre ne l'est pas. Or on nomme 
ligne d'ombre et de lumière dune surface j relativement à un point 
supposé lumineux^ la ligne qui sépare la portion , de .cdte surface 
éclairée par ce point de ceUe gui ne Vest pas ; on peut donc ajouter 
que la Ugne dombre et de lumière dune surface pour un point 
donné se compose des contacts des plans tangents menés par ce 
point à cette surface. 

387. De sorte que, pour construire le contour apparent ou la 
ligne d'ombre et de lumière d'une surface relativement à un 
point, il faut mener par ce point les plans tangents à cette sur- 
face et en déterminer les contacts. 



~ 159 — 



MS SURFACES ENVELOPPES- 

388. Deux surfaces sont envdcppes quand elles ont une zone 
superficielle comoQune. Dans ce cas, le plan que Ton obtient en 
prolongeant un élément superficiel de cette zone est tangent à 
chacune de ces surfaces. Celte zone est si étroite que rigoureuse- 
ment elle est moins large que la ligne la plus fine que l'on puisse 
tracer ; elle est donc considérée comme une ligne et l'on dit que 
deux surfaces sont enveloppes quand étles ont une ligne commune en 
chacun des points de laquelle le plan tangent à Vune est aussi 
tangent à Vautre. 

389. Soit la demi-circonférence acb (fig. 398) et la tangente 
se menée d'un point situé sur le prolongement de ha. Supposons 
que ces deux lignes tournent simultanément autour de sb; la pre- 
mière décrit une surface sphérique et la seconde une surface 
conique. Si l'on considère le contact c comme un point, on peut 
dire que la circoqférence engendrée durant la rotation par ce 
point se trouve sur chacune de ces surfaces qui néanmoins ne 
se coupent pas. En chacune des positions c' du point c^ la 
droite se et la tangente en ce point c' à la circonférence qu'il 
décrit se trouvent dans le plan tangent en c' à la sphère (376), 
aussi bien que dans le plan tangent au même point à la surface 
conique (377). Ces deux plans n'en font donc qu'un et l'on peut 
affirmer qu'en chacun des points de la circonférence engendrée 
par le point c le plan tangent à la sphère est aussi tangent à la 
surface conique, et réciproquement. 

30O. Quand deux lignes tangentes Tune à Vautre se meuvent 
ensemble^ les surfaces qu'elles engendrent sont enveloppes j car la 
zone superficielle «a'pp' (fig. 3d9), engendrée par l'élément com- 
mun ap à ces deux lignes r, t' est commune à ces deux surfaces. 

391. Qvumd une surface est engendrée par une autre^ ces deux 
surfaces sont enveloppes pour chaque position de la génératrice ; ^ 
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car, dans chacune de ses positions, celle-ci possède une zone com- 
mune avec la surface engendrée, la zone déterminée par ses 
intersections avec sa positio précédente et avec la suivante. Ainsi, 
si l'on suppose une sphère de rayon invariable dont le centre 
parcourt une ligne droite A (fig. 400), et que o^o\d^ soient trois 
positions successives de ce centre, la zone limitée par les deux 
intersections projetées en ap,(t'p' se trouve sur la sphère 0' et 
sur la surface cylindrique engendrée. 

SOS. La théorie des surfaces enveloppes se présente dans une 
foule de cas. Dans les arts, quand un tourneur, par exemple, 
veut transformer un cylindre en une sphère au moyen du tour, 
le tranchant de son instrument étant rectiligne, il exécute une 
série de zones coniques dont chacune recoupe la précédente, et, 
quand son travail avec l'outil tranchant est achevé, sa boule est 
limitée par une série de petites zones coniques très-étroites mais 
de largeurs appréciables, et ce n'est que par le polissage qu'il fait 
disparaître les arêtes suivant lesquelles ces zones se coupent. 

En géométrie descriptive, on simplifie les problèmes relatifs 
aux plans tangents en substituant à la surface donnée une enve- 
loppe à laquelle le plan tangent, dans les conditions exigées par 
la question, soit facile à construire. 
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REPRÉSENTATION DES SURFACES. 

» 

893. Cinq moyens concourent à la représentation des sur- 
faces : 

1^ Les projections et traces des directrices ; 

^ Les projections et traces de quelques génératrices ; 

S"" Le contour apparent de la surface sur chaque plan de pro- 
jection et les limites de sa projection sur ce plan ; 

4* Les traces de la surface,, c'est-à-dire ses intersections avec 
les plans de projection ; 

5° La distinction des lignes visibles de celles qui ne le sont 
pas. 

394. Avant de se mettre en route pour un lieu déterminé, il 
faut connaître la voie qui y conduit. Or, la route que doit sui- 
vre la génératrice d'une surface est indiquée par des points, des 
lignes ou des surfaces à l'égard desquels elle doit remplir des 
conditions déterminées; ce sont donc ces points, ces lignes ou ces 
surfaces qui doivent être représentés en premier lieu. 

395. La génératrice étant ou pouvant toujours être une ligne 
déterminée satisfaisant à des conditions connues, on peut en 

, construire les projections. 

Il semble au premier aspect que l'on doive construire les pro- 
jections de toutes les positions de cette génératrice, mais en y 
réfléchissant, on reconnaît d'abord que c'est impossible, parce 
qu'il y a une série indéfinie de ces positions, et ensuite que ce 
serait nuisible, car les projections d'une des positions devant être 
distinctes, elles doivent nécessairement être séparées de celles 
d'une autre position, ce qui exige des intervalles entre ces pro- 
jections. En général, on ne construit que le nombre de génératrices 
strictement nécessaire pour donner une idée nette de la forme 
de la surface, et pour résoudre le problème dont on s'occupe. 

396. Pour qu'un contour apparent soit déterminé, il faut que 

11 
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le point de vue correspondaal soit fixé. Or, pour regarder le 
plan horizontal on suppose le spectateur placé au-dessus de ce 
plan à une distance indéfiniment grande, de manière que les 
rayons lumineux partant des différents points d'une projection 
horizontale et aboutissant au point de vue soient perpendiculaires 
au plan horizontal ; de cette manière les limites apparentes d'une 
courbe située dans un plan vertical sont les contacts des tan- 
gentes perpendiculaires au plan horizontal, et par suite le con- 
tour apparent relatif au point de vue d'où Ton regarde ce plan 
est le lieu des contacts des plans tangents perpendiculaires à ce 
plan ; mais ce contour est appelé contour apparent s^r plan 
horizontaly parce que sa projection horizontale limite en dedans 
ou en dehors la partie du plan horizontal cachée par la surface ; 
on dit donc que le contour apparent d'une surface sur plan hori- 
zontoU est composé des contacts des plans tangents à cette sur face 
perpendiculaires au plan horizontal. 

301. Fig. 401 , soit oab un grand cercle vertical d'une sphère 
0, et supposons le point de vue situé en « sur la verticale passant 
par le centre de cette sphère. Menons les tangentes «a, »& à la 
circonférence; les contacts a et b seront les limites apparentes <le 
cette circonférence, et celle-ci empêchera de voir la droite «3 joi- 
gnant les pieds de ces tangentes dans le plan horizontal MN; si 
Ton fait tourner la figure ««*?&, il en sera de même dans toutes 
les positions de la circonférence oab. Le contour apparent de la 
sphère o pour le point « est donc le petit cercle engendré par la 
rotation de chacun des points a,& autour de o», et la partie da 
plan horizontal cachée par la sphère pour le point » est le cercle 
ayant pour centre le pied p de la verticale (?« et pour rayon p<t. 

Mais si le point de vue « s'élève, les angles formés par les tan- 
gentes »a, (éb avec la verticale diminuent ; il en est de même de 
p<i et par âuite du cercle p%;k\di limite, les tangentes sont paral- 
lèles à«o,etconséquemment perpendiculaires au plan horizontal; 
leurs contacts sont les extrémités du diamètre horizontal de la 
circonférence; le contour apparent sur plan horizontal est le 
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grand cercle dont le plan est parallèle à ce plan de projection, et 
la partie de celui-ci, cachée pour le point de vue, est le cercle 
ayant pour centre le point i? et le rayon égal à celui de la sphère, 
c'est la projection même de cette sphère. 

398. On arrive aux mêmes résultats pour tout autre plan 
de projection. Pour chacun de ces plans, le point de vue est à 
une distance indéfiniment grande de ce plan, d'un côté ou de 
l'autre, déterminé par la position de ce plan, de manière que les 
rayons visuels suivant lesquels on voit de ce point de vue les 
points d'une partie de ce plan, soient perpendiculaires à ce plan ; 
on dit donc que le contour apparent ou la limite apparente d'une 
surface sur un plan de projection donnée se compose des contacts des 
plans tangents menés à cette surface perpendiculairemovt à ce plan 
de projection. 

399. Le contour apparent d'une surface sur un plan se 
compose toujours des contacts de plans tangents à cette surface 
menés perpendiculairement à ce plan de projection, mais on peut 
demander si les contacts de plans tangents jouissant de cette 
propriété font toujours partie du contour apparent. La réponse 
est affirmative pour les plans tangents qui ne coupent pas la sur- 
face, mais elle est douteuse pour les autres ; nous aurons l'occasion 
de nous en convaincre en examinant ce qui se passe pour le tore. 

400. Lorsqu'une surface est bornée, il peut arriver qu'elle 
soitlimitée par des lignes déterminées, comme la surface convexe 
d'un tronc de cône, ou bien que, comme pour la sphère, il n'y 
ait aucunelimite définie; dans tous les cas, la projection de cette 
surface sur un plan est bornée, limitée, mais par quoi? Par des 
projections des limites naturelles lorsqu'il en existe et qu'il n'y 
a pas de contours apparents ; par les projections des contours 
apparents lorsqu'il n'existe pas de limites naturelles, et par des 
projections des unes et des autres lorsqu'il existe et des limites 
naturelles et des contours apparents. 

401. Il existe beaucoup de surfaces qui, par leur nature 
même (celles qui sont engendrées par une ligne droite indéfinie 
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par exemple), s'étendent indéfiniment au moins dans une direc- 
tion; naturellement ces surfaces ne peuvent pas être représentées 
dans leur intégrité, et leurs projections sur un plan sont tou- 
jours bornées ; or, il est des propriétés qui ne peuvent être véri- 
fiées que quand la surface est entière, il faut donc, par un effort 
d'imagination, prolonger la partie qui est représentée et censée 
sous les yeux, afin de se représenter l'ensemble non-seulement 
dans sa forme, mais encore dans toutes ses allures ; c'est cet effort 
d'imagination qui rend difficiles à comprendre certaines des pro- 
priétés des surfaces gauches. 

402. On exprime en traits pleins les projections sur un plan 
des lignes visibles sur ce plan, c'est-à-dire du point de vue relatif 
à ce plan, et en traits ponctués les projections de celles qui ne 
sont pas visibles. Mais comment savoir si une ligne est visible ou 
invisible de ce point de vue? Au moyen des principes suivants : 

Toutes les surfaces ^ sauf les plans quelconques , sont opaques 
comme les plans de projection. 

Un point situé cFun même côté d'un plan de projection que le 
point de vue relatif à ce plan est visible sur ce plan. Ceux qui sont 
situés de Vautre côté sont invisibles. 

4 

Lorsque deux points sont situés sur une même perpendiculaire 
à un plan^ quoique Sun même côté de ce plan que le point de vue 
correspondant^ le plus rapproché du plan est invisible. 

Lorsque deux lignes sont situ&s dans un plan perpendiculaire à 
un plan de projection^ quoique d'un même côté de ce plan que le 
point de vue correspondant ^ la plus rapprochée du dernier plan est 
invisible. Quand ces deux lignes se coupent, chacune d'elles estj 
en général visible d'un côté de chaque point d'intersection, et 
invisible de Vautre côté. 

Quand une courbe située sur une surface traverse le contour 
apparent de cette su/rface sur un plan, les points d^ intersection sont 
les limites apparentes de cette courbe sur ce plan. 

Les conditions de visibilité sur un plan sont complètement indé- 
pendantes de celles qui concernent un autre plan, et les résultats 
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sont exprimés sar chaque plan absolument comme s'il était seul; 
ainsi une même ligne peut être : 1^, visible sur le plan horizontal 
et sur le plan vertical ; 2^, visible sur le premier, invisible sur le 
second; 3^, visible sur celui-ci, invisible sur l'autre; 4% enfin, 
invisible sur tous les deux. Dans le premier cas, ses deux pro- 
jections sont en traits pleins ; dans le deuxième, sa projection 
horizontale, dans le troisième, sa projection verticale, sont encore 
en trait plein et l'autre en ponctué, et dans le quatrième cas elles 
sont toutes les deux en ponctué. 
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CLASSIFICATION DES SURFACES. 

403. Pour qu'on puisse étudier les propriétés géométriques 
d'une surface, il faut qu'elle soit définie géométriquement. 

Pour qu'une surface soit employée dans les applications indus- 
trielles, il faut qu'elle puisse être exécutée facilement. On n'étudie 
et l'on n'emploie donc en général que trois classes de surfaces : 

lo Les surfaces réglées qui peuvent être engendrées par une 
ligne droite et exécutées au moyen de la règle et du cordeau; 

2® Les surfaces de révolution^ qui sont engendrées par une 
génératrice tournant autour d'un axe et qui sont exécutées sur 
le tour; 

3® Les surfaces du second degré, qui sont ainsi désignées parce 
qu'elles sont représentées en géométrie analytique par des équa- 
tions du second degré, et qui ont pour caractère géométrique 
de ne pouvoir être percées en plus de deux points par une ligne 
droite, et de ne pouvoir être coupées par un plan que suivant 
une ou deux droites, ou une courbe du second degré. On les 
exécute tantôt au moyen de la règle, tantôt au moyen de patrons 
découpés en courbes du second degré, mais le phis souvent en 
combinant ces deux moyens. 

404. On divise les surfaces réglées en surfaces développàbles^ 
ou dont toutes les zones peuvent être amenées et juxtaposées dans 
un plan, et les surfaces gauches^ qui ne jouissent pas de cette pro- 
priété. 

405. Nous étudierons d'abord les surfaces développables, 
celles de révolution et du second degré, et nous reporterons à 
la fin du cours tout ce qui concerne les surfaces gauches. 
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DES SUBFACES DÉVELOPPABLES. 

4M>6. On appelle déchirure d'une surface une solution de 
continuité complètement circonscrite, et constituant un trou 
plus ou moins irrégulier pratiqué au travers de cette surface. 
Les' bords de ce trou ne peuvent pas être rejoints sans produire 
des rides sur la surface, et une déchirure ne peut être bouchée 
qu'au moyen d'une pièce. La fente pratiquée le long d'une géné- 
ratrice d'une surface cylindrique n'est pas une déchirure, car 
. les deux bords sont contigus. 

407. On nomme dupliccUure^ un pli double ; on peut la pro- 
duire en pliant une feuille de papier, d'abord en deux, puis en 
repliant partie sur elle-même une des portions déterminées par 
le premier pli. Une aiguille traversant une duplicature pique la 
surface en trois points. 

408. On nomme surfaces développàbles, celles qui étant 
engendrées par une ligne droite peuvent être appliquées exacte- 
ment sans déchirure ni duplicature sur pn plan. Il suffit pour 
cela que deux génératrices successives soient dans un même 
plan et constituent une zone superficielle plane et d'une longueur 
indéfinie. 

409. Considérons un prisme (fig. 402), une pyramide 
(fig. 403) ou un pyramoïde(l) (fig. 404), dont les arêtes latérales 
soient successivement Ao A^ Aj A», An. 

Supposons chacune de ces surfaces ouvertes suivant l'arête Ao. 
On peut faire tourner la face limitée par les arêtes Ao A| autour 
de l'arête Ai jusqu'à ce qu'elle soit dans le plan de la face A* Ai, 



(i) Soit an polygone oo ai a% as a*..... plan ou gauche par chacan des côtés ao a^ ai oa..... 

menons un plan et soient Ao, Ai, As les intersections succcssiTes de ces plans; coupons 

ensuite tous ces plans par deux autres qui soient parallèles entre eux, le solide engendré est 
une pyramolde. (Voyez le Supplément à la géométrie destiné à servir (t introduction à Vétudt 
de la mécanique, par Steicben, Bruxelles, Delevingne et Callewaert, éditeurs, 185K. 
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et dans le prolongement de celle-ci. On peut faire tourner les 
deux premières faces réunies autour de l'arête Ai, jusqu'à ce 
qu'elles soient dans le plan de la troisième face, et dans le pro- 
longement de celle-ci. 

On fait tourner les n-1 premières faces réunies autour de 
Taréte An jusqu'à ce qu'elles soient dans le plan de la n® face, et en 
continuant ainsi jusqu'avec que toutes les faces soient dansle plan 
de la dernière ou de l'une quelconque d'entre elles, on amènera 
toutes ces faces dans un mème^ plan sans déchirure ni duplica- 
ture" 

4tO. Il ne peut exister que trois espèces de surfaces dévelop- 
pables: les surfaces cylindriques^ dont toutes les génératrices sont 
parallèles entre elles, et dont les zones superficielles sont des 
bandes planes de même largeur dans toute leur étendue; les 
surfaces coniques, dont toutes les génératrices se coupent en un 
même point, et les surfaces pyramoïdales dont chaque généra* 
trice est coupée en deux points différents par la précédente et la 
suivantes ; les zones superficielles de ces dernières surfaces sont 
angulaires, et constituent des angles moindres que tout ce qu'on 
peut exprimer. 

Mais déjà en géométrie élémentaire, on considère les cylin- 
dres et le cônes comme des limites de prismes ou de pyramides, 
et l'on peut considérer les surfaces f pyramoïdales comme des 
limites de pyramoldes. Cela revient à considérer une surface 
cylindrique comme une surface prismatique dont chaque face a 
la plus petite largeur que l'on puisse concevoir, mais dont le 
nombre de faces est indéfiniment grand. Quant aux surfaces 
coniques ou pyramoïdales, ce seraient de§ surfaces latérales de 
prismes ou de pyramoïdes, mais dont chaque face serait réduite 
à un angle moindre que tout ce que l'on peut exprimer, mais 
dont le nombre de faces est indéfiniment grand. 

41i. Or le nombre de faces n'exerce pas d'autre influence 
sur le développement que d'exiger un nombre différent de rota- 
tions successives; le développement peut donc encore avoir lieu 
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lorsque ce nombre dépasse toute limite déterminée,^ comme pour 
les surfaces cylindriques, coniques et pyramoïdales ; il n'y a pas 
d'autre différence que dans le nombre de rotations qui est alors 
indéfiniment grand, et ce développement peut être indiqué de la 
manière suivante. 

En nommant Go, G4 G2 G3 les génératrices successives, la 

surface étant fendue le long de Go, on fait tourner la zone super- 
ficielle limitée par Go Gi autour de Gi jusqu'à ce qu'elle soit 
amenée dans le plan de la zone G| Gt à laquelle elle se juxtapose; 
on fait tourner les deux premières zones réunies autour de G2, 
jusqu'à ce qu'elles soient dans le plan de la zone Gt G3...; on fait 
tourner les n premières zones réunies autour de la génératrice Gn 
jusqu'à ce qu'elles soient dans le plan de la zone suivante ; et en 
continuant ainsi, on parvient à amener toutes les zones dans le 
plan de la dernière ou de Tune quelconque d'entre elles, en com- 
mençant simultanément les rotations de part et d'autre de cette 
zone. 

4IS. Quand une figure plane tourne autour d'un axe, elle 
conserve sa grandeur; chaque zone superficielle d'une surface 
développable a donc la même grandeur après le développement 
qu'avant; conséquemment la somme des grandeurs de ces zones 
est la même après le développement qu'avant et l'on peut afiBr- 
mer que la grandeur cPune surface n^est pas altérée par le déve" 
loppement de cette surface. 

413. Chaque élément d'une courbe située sur une zone su- 
perficielle n'est pas altéré pendant que cette zone tourne autour 
d'un ou de plusieurs axes ; de là le principe qu'une cowrbe située 
sur une surface dé)eloppable a la même grandeur après qiC avant le 
développement de cette surface. 

414. On nomme t ransform ée d'un point, ou d'une ligne située 
sur une surface développable, la position occupée par ce point 
ou cette ligne, lorsque cette surface est développée. 

Évidemment la transformée d'une génératrice rectiiigne est 
une ligne droite, et la distance de deux points de cette généra- 
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trice est la même après le développement qu'avant, et Ton peat 
dire d'une manière générale qu'une ligne située sur une surface 
^ âéveîoppcAle et sa transformée suivant cette surface ont la même 
) grandeur j et que la distance de deux points situés sur une surface 
i développàble est Tare de la courbe joignant ces points^ se transfor» 
[ mant en une ligne droite. 

415. Une courbe peut se trouver en même temps sur plu- 
sieurs surfaces développables ; chacune de ses transformées a la 
même longueur qu'elle, par suite toutes les transformées d'une 
même courbe suivant des surfaces développables différentes ont la 
même longueur. 

416. Quand deux droites qui se coupent, tournent l'une 
autour de l'autre, l'angle qu'elles déterminent est invariable; donc 
chaque élément d'une courbe située sur une surface développa- 
blé, en tournant autour de la génératrice passant par une de ses 
extrémités, fait toujours le même angle avec celte génératrice, 
mais cet angle est précisément celui que fait avec cette généra- 
trice la tangente en ce point à cette courbe; donc la tangente en 
un point d'une courbe située sur une surface développàble fait le 
même angle avec la gé^icratrice passant par ce point ^ que la tan- 
gente au point correspondant de la transformée, avec la transfor^ 
mée de cette génératrice. 

419. Le prolongement d'un élément superficiel situé sur une 
zone superficielle plane se confond avec le plan contenant cette 
zone; donc tov^ les plans tangents dont les contacts se trouvent sur 
une même zone superficielle âCune surface développàble se confondent 
et n'en font qu\n, mais une de ces zones est si étroite qu'on la con- 
fond avec une ligne; c'est ce qui hxi Aitç^ que tousles plans tangents 
aux différents points d'une génératrice cPune surface développàble rCen 
font qu'un, ou qu^un plan tangent en un point d'une génératrice 
d'une surface développàble est tardent tout le long de cette généra^ 
trice. 
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DES SURFACES CYLINDMQUES. 

418. Une surface cylindrique peut toujours être engendrée 
par une droite qui se meut sur une courbe en demeurant parallèle 
à elle-même. 

419. Pour la représenter, il suffit (fig. 405) de' construire les 
projections de la directrice D et d'une génératice G, car, pour 
avoir toute autre génératrice, il suffit de mener une parallèle à G 
par un point m de la directrice. 

4SO. On en obtient la trace horizontale en construisant celles 
(a) des génératrices. A Tavenir nous prendrons toujours cette 
trace comme directrice et nous l'appellerons la hase de la surface. 

On obtiendrait la trace verticale de la surface en construisant 
celles des génératrices, mais ce n'est que dans des cas très-rares 
qu'il est utile de construire les deux traces. Ordinairement on 
n'en construit qu'une et on lui donne toujours le nom de base, 
qu'elle soit horizontale ou verticale; seulement dans ce dernier 
cas, on dit base verticale, pour la distinguer de l'autre qu'on 
désigne toujours par le seul mot de base. 

4L^t. Connaissant une des projections d'un point situé sur une 
surface cyliiidrique donnée, on peut toujours construire Vautre. 

Soit hn la projection donnée (fig. 405), en menant par ce 
point une parallèle à %G on a la projection horizontale d'une 
génératrice Gi qui coupe la directrice en un point m dont la pro- 
jection hm est le point où la parallèle menée coupe AD; le point 
où la perpendiculaire menée à la ligne de terre coupe vD est la 
projection verticale du point m; en menant par vm une parallèle 
à i?G on a i;G4 et la projection verticale demandée vn est sur 
cette projection verticale vGi, et sur la perpendiculaire menée à 
la ligne de terre par hn. 

Quand la directrice est une courbe ouverte, et coupée isn un 
seul point par %Gi, le problème n'admet qu'une solution, mais 
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lorsque c'est une courbe fermée ou pouvant être coupée en plus 
d'un point par %Gi, il y a autant de solutions que de points com- 
muns entre hD et hGi. 

Pour que le problème soit possible, il faut absolument que la 
parallèle menée à AG par hn coupe AD, car ce ne peut être la pro- 
jection d'une génératrice qu'à cette condition. 

Quand la directrice est dans le plan horizontal, {e point km se 
confond avec la trace horizontale de AGi, et qui se trouve sur la 
directrice elle-même. 

4SS. Quand la base cPune surface cylindrique est une courbe 
fermée : 1^, le contour apparent sur plan horizontal se compose des 
deux génératrices dont les projections horizontales sont tangentes à 
cette basCj et la projection horizontale est limitée par ces projections 
de génératrices; 2^, le contour apparent sur plan vertical se compose 
des génératrices qui passent par les contacts des tangentes menées à 
cette base perpendiculairement à la ligne de terre^ et les projections 
verticales de ces deux génératrices sont les limites de la projection 
verticale de la surface. 

Fig. 406 et 407. Soit la circonférence la base d'une surface 
cylindrique oblique ; soit aa'' la génératrice dont la projection 
horizontale est tangente à la base, le plan aa'a" qui la projette 
sur le plan horizontal est tangent au point a à la surface, car il 
contient la génératrice aa' passant par ce point, et la tangente aaf' 
en ce point Test à une courbe passant par ce point sur la surface, 
Mais un plan tangent en un point d^une surface développable est 
tangent tout le long de la génératrice passant par ce point ; ce 
plan aa'a'' est donc tangent tout le long de la génératrice aa\ et 
celle-ci fait partie du contour apparent sur plan horizontal, 
puisque c'est le contact d'un plan tangent perpendiculaire à ce 
plan de projection. 

On démontre de la même manière que la génératrice a a' ayant 
pour projection horizontale la deuxième tangente ««'' à la base 
fait aussi partie du contour apparent sur plan horizontal. Mais le 
plan projetant sur horizontal tout autre que les deux génératrices 
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aa!9.J coupe la surface, il est donc impossible qu'une autre géné- 
ratrice fasse partie du contour apparent sur plan horizontal, ce 
contour se compose donc seulement des deux génératrices aa',aa'. 
Les deux plans tangents (w!d\ aaa" sont parallèles entre eux. 
La surface est entièrement entre eux. Sa projection horizontale 
se trouve donc aussi entre -ces deux plans, c'est-à-dire entre 
leurs traces horizontales, elle est donc limitée par les projections 
horizontales des deux génératrices de contour apparent (m\ aa' sur 
plan horizontal. 

Soit ensuite & le point de contact d'une tangente menée à la 
base perpendiculairement à la ligne de terre; soit W la géné- 
ratrice passant par ce point 6. Le plan Vhc projetant cette géné- 
ratrice sur le plan vertical contient la génératrice passant par le 
point &, et la tangente te en ce point à une courbe passant par ce 
point sur la surface, il est donc tangent à celle-ci en ce point &, 
et par suite tout le long de la génératrice W. Celle-ci fait donc 
partie du contour apparent sur plan vertical. Il en est de même 
de la génératrice PP' passant par le contact p de la deuxième tan- 
gente à la base et perpendiculaire à la ligne de terre, mais le plan 
projetant tout autre génératrice sur plan vertical coupe la surface 
et le contour apparent de celle-ci sur plan vertical se compose 
des deux* génératrices 66', pp' seulement. 

Les plans Vhcd^ p'p-^^ sont parallèles. La surface est entièrement 
entre ces deux plans. La projection verticale est donc entiè- 
rement entre leurs traces verticales qui sont les projections ver- 
ticales des génératrices 66', p8' et ces projections verticales sont 
les limites de la projection verticale de la surface. 

4!S3. On voit qu'en général, quand la directrice horizontale 
d'une surface cylindrique est une courbe fermée, chaque pro- 
jection de la surface est une bande dont les bords sont parallèles. 
Il n'y a d'exception que quand les génératrices sont perpen- 
diculaires à un plan ; dans ce cas, la projection sur ce plan est 
entièrement la section de la surface par ce plan, c'est-à-dire le 
périmètre de la base. 



— 174 — 

424. En examinant les deux figures 406 et 407 et en se 
rappelant les principes énoncés au n" 402, on reconnaît faci- 
lement que les génératrices traversant 

1*, Tare apa sont visibles sur plan horizontal; 

2<>, > o&a » invisibles » » » 

3®, 1» 6ap » » » » verlical; 

4% » 6aP » visibles » ^ » 

4!S5. jr<9«^ |>Zan parallèle aux génératrices d^une surface cylin^ 
drique ne peut couper cette surface que suivant une ou plusieurs 
génératrices^ car, si par un point commun à ce plan et à cette 
surfece, on mène une parallèle aux génératrices de celle-ci, ce sera 
la génératrice de cette surface passant par ce point, et cette 
parallèle sera dans ce plan ; elle fera donc partie de l'intersection 
de ce plan avec cette surface, à moins qu'elle ne constitue à elle 
seule cette intersection. 

Pour construire cette intersection, il suffit de connaître la trace 
horizontale du plan, car elle se composera des génératrices 
passant par les points communs à cette trace horizontale et à la 
base de la surface. 

496. On sait déjà que tout plan perpendiculaire à l'axe d'une 
surface cylindrique de révolution coupe cette surface suivant 
une circonférence. Quant à un plan oblique à l'axe, il coupe cette 
surface suivant une ellipse dont le grand axe est la partie limité^ 
par la surface de l'intersection du plan sécant avec le plan qui 
lui est perpendiculaire et passant par l'axe, et dont les foyers 
sont les contacts des sphères inscrites à la surface cylindrique et 
tangentes au plan sécant. 

Fig. 408. Soit ocf l'axe de la surface cylindrique; amhn le plan 
sécant ; ladog le plan passant par Taxe et qui est perpendiculaire 
au premier plan. 

Soit ah la portion de l'intersection de ces deux plans compris 
dans la surface cylindrique. Dans le plan iadog, supposons les 
circonfc' ronces o, o' tangentes en ?' et en /" à la droite a&, et en 
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d, g, c, h aux génératrices ad et bh. Les sphères de mêmes cen- 
tres et de mêmes rayons touchent la sarface cyUndriqae, la pre- 
mière suivant la circonférence dpg, et la deuxième suivant la 
circonférence cqh, et ces deux sphères et cette surface sont enve- 
loppées suivant ces mêmes circonférences. 

On a oç et o'f perpendiculaires à ab comme rayons aboutissant 
à des points de contacts de tangentes. Les deux plans cdgh et 
anibn étant perpendiculaires entre eux, il en résulte que 09 et (/f 
sont perpendiculaires au plan anibn qui par conséquent est tangent 
aux sphères 0, </. 

Les droites cd^ gh^ ab sont des tangentes à ces sphères et leurs 
points de contact sont d^ c, g^ A, /*, 9. Mais toutes les tangentes 
issues d'un même point à une même sphère, et limitée en ce point 
et à leurs contacts sont égales et Ton a : 

af=^ac ; a^^=ad^ d'où af-\-af^=^ aù-\'ad=cd. 

bf=J)h;b<^=^bgy » bf'\-bf^''=^bli-\-bg^=gh. 

Mais les deux plans dpg^ cqh sont parallèles entre eux puis- 
qu'ils sont tous les deux perpendiculaires à oo\ ou a donc 
cd=^gh. 

Ensuite a/4-af =6/4-6? d'où 2a/4-/V =26,, +/> d'où a/'=6f ; 
et enfin a/4-a? = af-{-bf==ab=cd. 

Les droites mf^ m? sont aussi des tangentes aux sphères 0, o\ 
puisqu'elles sont dans un plan qui leur est tangent et qu'elles 
passent chacune par un contact; on a donc : 

mf^=mq^fnf =wp; ensuite; 

mf'-\'nuf= mq-\-mp=pq=cd=ab. 
et l'on peut conclure que Vintersection d'une surface cylindrique 
de révolution avec un plan oblique à son axe est une ellipse dont le 
grand axe est la partie comprise dans la surface^ de Vintersection 
du plan sécant avec le plan qui lui est perpendiculaire et qui passe 
par Vaxe^ et dont les foyers sont les contacts des sphères tangentes 
au plan sécant et inscrites à la surface cylindrique. 

11 est en outre facile de s'assurer que le petit axe de cette 
ellipse est égal au diamètre de ce cylindre. 



— 176 — 

4S7. Lorsque les génératrices de deux surfaces cylindriques 
sont parallèles entre elles, ces surfaces ne peuvent se couper que 
suivant une ou plusieurs génératrices, car si par un point 
commun aux deux surfaces on mène une droite parallèle à ces 
génératrices, ce sera une génératrice commune aux deux sur- 
faces. Pour construire ces génératrices communes, il suflSt d'avoir 
les bases de ces surfaces, et une génératrice de Tune d'elles, car 
ces génératrices communes ont pour traces horizontales les 
points où se coupent les bases. 

4!S8. Tout plan passant par une génératrice et perpendicu- 
laire au plan tangent le long de cette ligne est normal en tous les 
points de cette génératrice. 

Tout plan perpendiculaire aux génératrices est normal en 
chacun des points de la section qu'il détermine et qui porte le 
nom de section droite. 

Un plan oblique à Taxe d'une surface cylindrique de révolu- 
tion est normal en deux points de cette surface : les deux points 
où la section qu'il détermine coupe la section droite dont le plan 
passe par le point où Taxe perce le premier plan. 

4!SO. Si l'on développe le prisme indéfini dont la fig. 402 
représente une portion, les faces étant juxtaposées constitueront 
une bande plane limitée par les droites parallèles qui seront les 
transformées de l'arête Ao si la surface prismatique a été fendue 
suivant cette arête, ce que nous supposons. La largeur de cette 
bande est évidemment la somme des largeurs des faces du prisme; 
supposons que le polygone abcd... soit une section droite de ce 
prisme, chaque côté ab dé cette section est perpendiculaire aux 
arêtes passant par ses extrémités, et mesure la distance de ces 
arêtes ou la largeur de la face correspondante ; on peut donc dire 
que le développement cTune surface prismatique indéfinie est un^ 
hande plane d'une longueur indéfinie ayant pour largeur lepéri^ 
mètre développé éCune section droite. 

Supposons (fig. 409) qu'on ait porté sur un même droite, à la 
suite les uns des autres, en véritable grandeur les côtés ab, hc^ cd « 
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de la section droite, la longueur oa! qu'ils occupent est la largeur 
du développement; en menant à cette droite les perpendiculaires 
aux points a, &, c... a'^on a les transformées des arêtes Ao Ai A^... 
Pour obtenir les transformées des points a, p, ^, il suiSt de 
prendre les distances de ces points au plan de la section droite 
sur la fig. 402 et de porter ces distances sur les transformées des 
arêtes correspondaDtes, fig. 409, à partir de la transformée ohcd,.. 
de la section droite. 

430. Une surface cylindrique n'étant que la limite d'une sur- 
face prismatique, en d'autres termes, n'étant qu'une surface 
prismatique dont chaque face est excessivement étroite, mais dont 
le nombre de ces faces est indéfiniment grand, et le nombre et 
la largeur des faces n'exerçant aucune influence sur tout ce qui 
concerne le développement, on peut conclure légitimement que 
le développement d'une surface cylindrique est une bande plane 
dont les deux bords sont parallèles et à une distance Vun de Vautre 
égale au développement du périmètre d'une section droite. 

431. Supposons que le cylindre oblique (fig. 410) soit fendu 

suivant la génératrice a^, et que la section droite àbcd a ait 

été portée sur une droite o&cd (fig. 411), que les longueurs 

ab^ aCy ad^ ae sont les mêmes sur les deux figures ; les perpen- 
diculaires aoLj &p, c-^^ d^y es à la transformée de la section droite 
seront les transformées des génératrices correspondantes sur la 

fig. 410, et si les longueurs oa, &p, c^ sont les mêmes sur les 

deux figures, les points a, 3, 7, <^, t sur la fig. 411 sont les trans- 
formées des mêmes points sur Tautre figure. 

439. Pour recti&er la section droite, il faut qu'elle existe en 
véritable grandeur sur l'épure ; très-souvent on n'obtient cette 
véritable grandeur que par un, rabattement. Il en résulte que 
toutes les opérations relatives au développement d'une surface 
cylindrique peuvent être indiquées de la manière suivante. 

l^ On coupe la sur face par un plan perpendiculaire aux généra^ 

trices ; 

2o On rabat la sectio7i suivant le plan qui la détermine; 

it 
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5^ On rectifie cette section abcd... (fig. 410), et Von porte le déve- 
loppement sîir une droite indéfinie à partir d^un point a de cette 
droite (6g. 411); 

4^ On mène les perpendiculaires aa aux extrémités de ce 

développement ; ces droites sont les bords du développement de la 
surface; 

5^ On suppose la surface fendue le long Sune génératrice a« 
et les bords du développement de la surface sont Vun et Tautre la 
transformée de cette génératrice; 

6o Pour transformer une génératrice^ d^ par exemple^ on porte 
le développement de Tare ad de la section droite compris entre cette 
génératrice et celle {a*) suivant laquelle on suppose la surface 
fendue^ sur la transformée de la section droite à partir du point a, 
et Von obtient la transformée du point d; 

7^ Par le point d on mène une perpendiculaire à la transformée 
de là section droite; cette perpendiculaire est là transformée de la 
génératrice d^; 

•8<> Pour transformer un point ^^ on porte sur la transformée de 
la génératrice contenant ce point, à partir de la transformée de la 
section droite^ une longueur égale à la distance du point ^ que Von 
veut transformer au plan de la section droite; 

O"* Enfin, pour transformer une courbe ap^^t...., on transforme 
successivement un certain nombre de points de cette courbe. 

433. On trouvera facilement la modification relative aux 
transformées des bords de la surface quand celle-ci est ouverte 
et la marche à suivre pour construire sur la surface la courbe 
dont la transformée est construite. 

434. Parmi les courbes que l'on peut construire sur une sur- 
face cylindrique, il est une espèce qui doit attirer l'attention d'une 
manière toute spéciale, à cause de leurs propriétés géométriques 
et de leur emploi en mécanique. Ces courbes se transforment 
suivant des lignes droites et prennent le nom d'hélices, lors- 
qu'elles se trouvent sur une surface cylindrique de révolution. Les 
arêtes des filets de vis sont des hélices. 
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4Sft. Soit aa'a"'a" (fig. 415) le développement d'une portion 
de la sarface cylindrique de révolution (fig. 412); soit aap^ la 

transformée, sur la première figure, de la courbe oaM située 

sur le cylindre. 

Soit al 25 une section droite du cylindre et sa transformée 

On reconnaît immédiatement : 

1^ Qus V angle formé pw un élément S Mme hélice avec la généra^- 
trice qui le traverse est constant; 

S® Que toutes les tangentes à une hélice font le même angle a/oec 
les génératrices passant par leurs contacts; 

50 Que les triangles al a, a2p, aS^ sur le développement étant 
semblables et les lignes désignées de la même façon sur les deux 
figures étant égales ou équivalentes, quand un point se meut sur 
une hélice, le chemin parcouru par sa projection sur Vaae de la suT" 
face^ est proportionnel au chemin parcouru par sa projection sur 
un plan perpendiculaire; eïi d'autres termes, que la distance^ 
dCun point de Vhélice au plan d^une section droite est proportion^ 
nelle à Tare de cette section compris entre la génératrice qui porte 
ce point et le point a où cette hélice traverse le plan de cette seC" 
tion. 

4'' Que les triangles rectangles tSt (fig. 412) et a5Y (fig. 415), ayant 
les côtés 5t et les angles aigus adjacents respectivement égaux, 
sont égaux, que conséquemment a5:=75, que par suite r5=:al25 
et que les tangentes à une hélice percent le plan d'une section droite 
sur la développante de cette section, ayant pour rehroussement le 
point où Vhélice traverse ce plan; que les pieds des tangentes 
ayant leurs contacts d!un côté de ce plan se trouvent sur une des 
branches de cette développante, et ceux des autres tangentes, sur 
Vautre branche. 

436. Le lieu géométrique des tangentes à une hélice con- 
stitue une surface qui porte le nom d'Miçoi^^développable. 

439. Quand un point décrit une hélice indéfinie, il recoupe 
à chaque tour toutes les génératrices. La partie de chaque géné- 
ratrice comprise entre deux des points successifs où elle est 
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coupée par cette courbe, comme aa\ pp' (fig. 412 et 414), est ce 
qu'on nomme lepas de l'hélice. C'est la longueur dont la projec- 
tion du point générateur sur l'axe s'avance sur cet axe pendant 
^ que la projection sur le plan d'une section droite effectue une 
révolution. 

438. La portion d'hélice décrite pendant ce trajet est ce 
qu'on nomme une spire; elle est équivalente à l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle ayant pour base le développement d'un section 
droite de la surface cylindrique et pour hauteur le pas de j'hé- 
lice. A chaque spire de l'hélice correspond une spire de la 
développante contenant les pieds des tangentes, et les transfor- 
mées des différentes spires sont des droites parallèles entre elles. 

439. Par un point d'une surface cylindrique on peut faire 
passer une série indéfinie d'hélices ; chacune d'elles est déter- 
minée : l^ par son pas, par la longueur d'une spire ou par l'angle 
des tangentes avec les génératrices; 2<>, par le sens du mouve- 
ment du point générateur. 

44©. Celui-ci, en supposant le cylindre vertical, peut monter 
ou descendre, pendant qu'il tourne dextrorsum ou Isinistrorsum. 

L'hélice est dextrorsum quand le point descend en tournant 
dextrorsum ou monte en tournant sinistrorsum, comme dans 
les fig. 412 et 414. Elle est sinistrorsum dans les deux autres 
cas. 

441. Construire une hélice d'un pas et cPun sens donnés, et 
passant par un point donné. 

Fig. 412 et 414. Par le point donné on mène une section 
droite que l'on divise en un certain^nombre de parties égales 
(huit par exemple), en partant de ce point ; on numérote les 
points de division, en tournant dans un sens quelconque. 
On partage le pas en un même nombre de parties égales et 
l'on porte sur chaque génératrice, à partir de la section droite, 
dans le sens convenable au sens donné, autant de parties du pas 
qu'il y a d'unités dans le numéro qui désigne cette génératrice ; les 
points ainsi déterminés appartiennent à la courbe et Ton obtient 
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ainsi une première spire; on obtient la suivante en portant sur 
chaque génératrice un pas à la suite du point qui s'y trouve. 

Quand le cylindre existe matériellement, on prend une feuille 
de papier ou de tôle flexible; on en découpe une bande de même 
largeur aa'^ (fig. 413) que le développement de la surface cylin- 
drique. Au moyen du pas, on peut construire le triangle rectan* 
gle aa"e, et l'on découpe la feuille suivant l'hypoténuse ae. 

On enroule ensuite cette bande sur la surface cylindrique, de 
ms^nière que le bord ae passe par le point donné et que le 
bord a"e s'applique sur une génératrice, ce qui aura toujours 
lieu quand le prolongement de a' a touchera exactement le pro- 
longement de ea''. On suit ensuite le bord ae avec une pointe 
qui décrit une spire d'un mouvement continu. Pour décrire les 
spires suivantes, il suffit de faire glisser le 'patron chaque fois 
d'un pas sur la surface cylindrique. 
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DES SURFACES CONIQUES. 



44S. Une surface coniqae peu) toujours être engendrée par 
une droite qui se meut sur une courbe donnée en passant con- 
stamment par un point donné. 

Ce point s'appelle le sommet de la surface qu'il partage en 
deux nappes qui sont symétriques par rapport à lui. 

443. Pour représenter cette surface, il suffit (fig. 415), de 
construire les projections du sommet s et de la directrice D , car 
pour avoir une génératrice, il suffit de mener une droite par le 
sommet et un point de la directrice. 

4^. On en obtient la trace horizontale ou la trace verticale 
en construisant les traces horizontales ou verticales des géné- 
ratrices. 

A l'avenir, nous prendrons toujours la trace horizontale pour 
directrice et nous la désignerons sous le nom de base de la 
surface. 

445. Connaissant une des projections éPun point situé sur une 
surface conique^ on peut toujours construire Vautre. 

Fig. 415. Soit hm la projection donnée. La droite hshm est la 
projection horizontale de la génératrice contenant le point donné. 
Cette génératrice coupe la directrice en un point a dont la pro- 
jection horizontale est le point où la droite hshm coupe la projec- 
tion horizontale de la directrice. En menant par Aa une perpendicu- 
laire à la ligne de terre, on obtient V9.\ on peut ensuite construire la 
projection verticale t;^ade la génératrice portant le point m, et en 
menant de hm la perpendiculaire hmvm à la ligne de terre, on 
obtient la projection verticale cherchée. 

Quand la droite hshm ne coupe la projection horizontale de la 
directrice qu'en un point , il n'y a qu'une projection verticale 
possible; mais si cette droite hshm coupait la même projection 
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horizontale en plusieurs points, il y aurait plusieurs projections 
verticales répondant à la question. 

On trouverait facilement la marche que Ton devrait suivre si 
c'était la projection horizontale que Ton dût chercher. . 

Pour que le problème soit possible, il faut que la droite auxi- 
liaire coupe la directrice. 

44tt. De même que pour la surface cylindrique , on peut 
reconnaître que quand la base d'une surface conique est une 
courbe fermée, ^^, le contour apparent sur plan horizontal se com- 
pose des génératrices sa, s* (fig. 416), dont les projections horizon^ 
pales sont tangentes à la base; 2®, le contour apparent sur plan 
vertical se compose des génératrices sb, sp, passant par les contacts 
des tangentes menées à la base perpendiculairement à la ligne de 
terre; S^, les limites naturelles de la projection horizontale sont les 
projections horizontales des génératrices constituant le contour ap- 
parent sur plan horizontal; 4<>, et les limites naturelles de la projec- 
tion verticale sont lès projections verticales des génératrices de 
contour apparent sur ce plan. 

447. Quand la projection horizontale du sommet se trouve 
sur la base, comme dans la figure 417, la génératrice qui passe 
par cette projection est perpendiculaire au plan horizontal et la 
surface est entièrement visible sur plan horizontal. La nappe su- 
périeure est vue en dedans et l'autre en dehors. 

448. Si la projection horizontale du sommet se trouve dans 
l'intérieur de la base, comme à la fig. 418, il n'y a plus de contour 
apparent sur plan horizontal et la'projection horizontale n'a 
pas de limites, comme dans le cas précédent. 

449. Les génératrices d'une surface conique considérée dans 
son intégrité, et c'est toujours ainsi qu'on doit la considérer 
quand on l'étudié , sont toujours visibles d'un côté du sommet et 
Invisibles de l'autre. Quand il y a deux génératrices de contour 
apparent sur chaque plan, comme dans la fig. 416, il y a des 
génératrices visibles sur chaque plan de projection, de chaque 
côté du sommet ; ainsi, celles qui traversent l'arc a^A de la base 
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sont visibles, da point de vue relatif an plan horizontal, sur la 
nappe inférieure, et invisibles sur la nappe supérieure ; c'est le 
contraire pour celles qui traversent l'arc a&«. Celles qui s'ap- 
puient sur l'arc ha^ sont visibles, du point de vue relatif au plan 
vertical, sur la nappe inférieure, et invisibles sur l'autre nappe, 
tandis que celles qui traversent l'arc («p sont visibles sur la 
nappe supérieure et invisibles sur l'autre. 

Dans le cas représenté par la fig. 418, la nappe supérieure 
est entièrement visible sur plan horizontal, et l'autre ne l'est pas. 

460. Un plan passant par le sommet cTune surface conique ne 
peut couper cette surface que suivant une ou plusieurs gêné" 
ratrices. 

Car si l'on suppose un point situé dans ce plan et sur 
cette surface, la droite passant par ce point et le sommet est une 
génératrice de la surface et elle est dans ce plan ; elle fait donc 
partie de l'intersection de ce plan avec celte surface. Cela posé, 
si le plan coupe la directrice en un ou plusieurs points, il cou- 
pera la surface suivant une ou plusieurs génératrices, mais pour 
qu^il ait d'autres points que le sommet communs avec la surface, 
il faut qu'il coupe la directrice. 

On remarquera qu'il suffit de connaître le point où la trace 
horizontale d'un plan coupe la base d'une surface conique pour 
construire les intersections de ce plan avec cette surface. 

461. Un plan coupe une surface conique de révolution sui- 
vant deux droites quand il passe par le sommet, et suivant une 
circonférence quand il est perpendiculaire à Taxe. Quand il n'est 
pas perpendiculaire à cet axe, il peut se présenter trois cas. 

1% Fig. 419. Le plan 2' mené par lesommet de la surface pa- 
rallèlement au plan sécant z ne coupe pas la surface et laisse les 
deux nappes intactes. Alors le plan 1 coupe toutes les généra- 
trices de la surface sur une même nappe, la section est une 
courbe fermée, et nous démontrerons que c'est une ellipse. 

2^, Quand le plan Z' mené par[le sommet parallèlement au 
plan sécant Z coupe la surface, le plan sécant coupe toutes les 
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génératrices de la surface conique, à Pexception des deux qui se 
trouvent dans le plan T]\ la courbe intersection se trouve partie 
sur Tune, partie sur l'autre des deux nappes de la surface ; ces 
deux parties sont distinctes et chacune d'elles s'étend à l'infini 
vers les génératrices parallèles au plan sécant; c'est une hyperbole. 

30, Enfin, quand le plan n' parallèle au plan sécant n et pas- 
sant par le sommet est tangent à la surface, le plan sécant coupe, 
sur une même nappe, toutes les génératrices de la surface, à 
Texception de celle qui se trouve dans le plan n' ; la courbe n'a 
qu'une branche et s'élance à Tinfini vers la génératrice de con- 
tact du plan û' et c'est une parabole. 

46S. Qwxnd un plan oblique à Taxe cPune surface dey évolution 
coupe toutes les génératrices de cette surface^ Tintersection est une 
ellipse dont le grand axe est la partie comprise dans la surface de 
Tintersection du plan sécant avec le plan qui lui est perpendiculaire 
en passant par Vaxe^ et dont les foyers sont les contacts des sphères 
inscrites à la surface et tangentes au plan sécant. 

En tenant compte que les portions de génératrices d'un cône 
de révolution comprises entre deux plans perpendiculaires à 
l'axe sont égales, la démonstration de cette proposition se fait 
dans les mêmes termes que celle qui a été faite au n^" ^^ pour 
démontrer la proposition analogue relative au cylindrer de révo- 
lution. 

453. Quand le plan sécant est parallèle à deux génératrices^ 
la section est une hyperbole dont le grand axe est la portion en 
dehors de la surface, de Tintersection du plan sécant avec le plan 
gui lui est perpendiculaire en passant par Taxe, et dont les foyers 
sont les points de contact du plan sécant avec les sphères inscrites à 
la surface et auxquelles il est tangent. 

Fig. 420. Soit àbm le plan coupant la surface suivant les 
courbes mbin\ ann'. Soit le plan soba perpendiculaire au plan 
àbm qu'il coupe suivant a&, et soient sa et sb les génératrices 
suivant lesquelles il coupe la surface conique. 

Soient et » les centres des circonférences tangentes à ab, sa 
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et sb; fel9 les contacts de ces courbes avec àb, et c, d, jr, h leurs 
contacts avec sa et sb. 

Concevons les deux sphères ayant mêmes centres et mêmes 
rayons que ces circonférences : la première sera enveloppe à la 
surface conique suivant la 'circonférence cdp, dont le plan est 
perpendiculaire à Taxe ou, et la seconde suivant la circonférence 
ghq^ dont le plan est parallèle au plan cdp. 

Les rayons ojf, «9 sont perpendiculaires à a&, par suite au plan 
àbm, et conséquemment celui-ci est tangent en /* ou en <p aux 
sphères et ». 

Sachant que les tangentes issues d'un même point à un même 
sphère et limitées en ce point et à leurs contacts sont égales, on 
peut poser. 

r^ ! ( d'où af—(U9=ac — ah=ch (1). 
^'' Î^^f '. i <1'0" h-if=hg-hd=gd (2). 

Mais ch=^gdj donc : 

af—^^^b^ — bf^ ou oib'\-bf^a^=^àb'\-a^ — &/, 

d'où Ton lire cuf=bf 
et af—'aff=bff — bfi=ab=ch. 

Joignant un point m de la courbe aux points fet 9 et menant la 
génératrice sm passant par ce point, on peut écrire : 

mf=mp et nu^=mq, par suite 
nkf — mf=mg[ — w»p?=i)g=oA=a6, 

et conclure que la courbe est une hyperbole ayant pour axe réel 
06, et les points /*,9 pour foyers. C.Q.F.D. Nous reviendrons sur 
celte intersection pour en déterminer les asymptotes. 
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454. Qfjiand le plan sécant est parallèle à un plan tangent j la 
section est une parabole ayant pour foyer le contact du plan sécant 
avec la sphère inscrite au cône à laquelle il est tangent^ et pour di* 
rectrice Vintersection du plan de la courbe de contact de cette sphère 
avec la surface conique' et du plan sécant. 

Fig. 421. Soit amp^le plan coupant la surface suivant la courbe 
n%an\ soit sb la génératrice de contact [du plan tangent parallèle 
au plan sécant; le plan Isoa est perpendiculaire au plan amp, 
puisque celui-ci est parallèle au plan tangent le long de sb et 
que le plan passant par Taxe et une génératrice d'une surface 
conique de révolution est perpendiculaire au plan tangent le 
long de cette génératrice. Soit ap Tintersection du plan sécant 
avec ce plan bsoa. Supposons une circonférence tangente en f en 
& et en c aux droites ap^ sb^ sa. Concevons la sphère ayant même 
centre et même rayon que cette circonférence. Cette sphère sera 
enveloppe au cône suivant la circonférence bgc dont le plan est 
perpendiculaire non-seulement à l'axe, mais encore au plan bsoa. 
Soit dq l'intersection du plan bcg avec le plan sécant ; dq est per- 
pendiculaire au plan bsa et par suite à ap. 

Prenons un point m sur la section ; par ce point menons d'abord 
la génératrice slm^ ensuite un plan perpendiculaire à l'axe, et 
coupant la surface suivant la circonférence gnih^ Pintersection 
mpn de ce plan avec le plan sécant sera perpendiculaire au plan 
bsg et par suite parallèle à dq. 

Par le point m menons mq perpendiculaire à dq; mq sera paral- 
lèle à jpa et la figure jpdgm un rectangle. 

Les triangles isocèles acd^ apg donnent : 

ac=ad et ag=ap, d'où pd^=^cg. 

Hais fnfs=>ml=cg^=^pd=mqf 
donc la section est une parabole ayant pour foyer le point / et 
pour directrice dq. C.Q.F.D. 

46&. Quand deux surfaces coniques ont même sommet, elles 
ne peuvent se couper que suivatat une ou plusieurs génératrices 
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ayant pour traces horizontales les points où se coupent les 
bases de ces surfaces, car chaque droite passant par le sommet 
et un point commun à ces surfaces est une généralrice qui leur 
est commune. 

456. Si Ton développe la surface pyramidale de la fig. 403, 

les angles asb^ b$c, csd se juxtaposeront autour d'un même 

point dans le plan de développement, et leur somme constituera 
un angle qui sera le développement de la surface pyramidale. 
Supposons que du point s comme centre, avec un même rayon, on 
ait décrit les arcs ap, pf, -^^^ sur les faces de la pyramide, et que 
l'on décrive une circonférence de même rayon dans le plan de 
développement ; en portant à partir d'un point a sur cette cir- 
conférence, et à la suite les uns des autres et dans le même 
ordre, les arcs «p en a'p', Pt en pY? 7^ en 7'^', etc., la somme «'«" 
de ces arcs sera la mesure de Tanglc représentant le développe- 
ment de la surface pyramidale, et en menant les droites passant 

par le centre de cette circonférence et les points a'Jp' 7' y , on 

aura les transformées des arêtes de la surface, Tarète Âo suivant 
laquelle cette surface est supposée fendue ayant une transformée 
double qui est la limite du développement. 

Mais tous les points des arcs ap, P^, 7^ sont également dis- 
tants du sommet s et se trouvent conséquemment sur la sphère 
ayant pour centre ce sommet et de même rayon que ces arcs. 

Ceux-ci constituent donc l'intersection de la nappe sabcd avec 

cette sphère, et leur ensemble est ce que Ton nomme une section 
sphérique de la surface pyramidale. On peut donc dire que te 
développement cFune des nappes éCune surface pyramidale est un 
angle mesuré par un arc équivalent au dévdoppcment d^une section 
sphérique de cette surface^ cet arc et cette section ayant le même 
rayon. 

45Y. Une surface conique n'est qu'une surface pyramidale 
arrivée à la limite, c'est-à-dire dont le nombre de faces est indé- 
finiment grand, mais chaque face un angle réduit à la limite de 
petitesse. Le nombre des faces et leur grandeur n'exerçant 
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aucune influence sur le développement, on peut affirmer que 
le développement cTune nappe cPune surface conique est un angle 
ayant pour mesure un arc de cercle équivalant au développement 
S une des sections sphériques de cette surface conique, cet arc et cette 
section ayant le même rayon. 

Il faut ici prendre le mot angle dans toute sa généralité et con- 
sidérer des angles depuis zéro jusqu'à quatre droits et même au 
delà. Quand la pyramide et le cône sont convexes, leurs dévelop- 
pements sont toujours moindres que quatre droits, puisque la 
somme des angles plans d'un angle solide est toujours moindre 
que cette limite, mais en-dessous de quatre droits ils peuvent 
prendre toutes les grandeurs possibles. 

468. Pour construire un arc de cercle équivalant au déve- 
loppement d'une section sphérique, il faut d'abord posséder celle- 
ci en véritable grandeur sur l'épure. En général, celte section est 
une courbe gauche, et on ne peut l'obtenir en véritable grandeur 
qu'en la transformant suivant un de ses cylindres projetants et 
en rectifiant la transformée obtenue, de sorte que les opérations 
relatives au développement d'une surface conique sont longues 
et compliquées et n'offrent que bien peu de précision. Mais dans 
la pratique on n'emploie que des cônes de révolution, et pour 
eux les opérations sont très-simples, parce que leurs sections 
sphériques sont planes et se confondent avec les sections par des 
plans perpendiculaires à l'axe. 

469. On peut indiquer la marche à suivre de la manière 
suivante : 

Fig. 422 et 423. Pour développer une surface conique de révo- 
lutiony 1% coupe0'lapar un plan perpendiculaire à Vaxe; 

2**, Fartages la circonférence en un nombre déterminé {huit par 
exemple) de parties égales et numéroter en partant de la généra^ 
trice sa suivant laquelle on suppose la surface fendue ; 

S**, Décrivez une circonférence ayant pour centre un point s' et 
pour rayon la longueur sa des portions de génératrices du cône 
comprises entre le sommet et le plan de la section sphérique; 
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4^ On porte sur cette circonférence , à partir éPun point af, un 
arc a'V équivalant à Tare al, autant de fois qu'il y a de parties 
égaies dans la section ^hérique; 

5* On mène les droites sfa\ ^i\ s'2' s'd'; la première et la 

dernière sont les limites du développement , et ces droites sont les 
transformées des génératrices sa^ 5l, 5S, s3 ; 

6<> Tour transformer un point • de la section sphérique^on prend 
Varc a'% équivalant à Tare a<; 

7® Pour transformer une génératrice quelconque t, on tranS' 
forme le point t oi^ elle traverse la section sphérique^ et, par la 
transformée •' de ce point et celle du sommet , on mène une droite ; 

%" Four transformer un point Ci on transforme la génératrice % 
qui porte ce point et Ton porte sur la transformée obtenue une Ion- 
gueur sX égale à la distance du point C au sommet de la surface; 

9" Pour transformer une courbe ap^^,.., on transforme successif 
vement un certain nombre des points de cette courbe; 

10^ Pour mener la tangente en un point t de la transformée j 
après avoir mené la tangente au point correspondant idela courbe 
sur la surface^ on construit en Ci'/ un triangle rectangle égal au 
triangle ^ir. 

460. Les courbes situées sur une surface conique et dont 
les transformées sont des lignes droites n'offrent pas d'intérêt; 
il n'en est pas de même de celles dont toutes les tangentes à 
chacune font le même angle^avec les génératrices passant par les 
contacts. La projection d'une de ces courbes sur un plan per- 
pendiculaire à Taxe est une spirale logarithmique , et toutes les 
tangentes font le même angle avec ce plan. 

Fig. ÂSA. Soient «m et «W deux de ces tangentes; l'angle amq 
étant égal à a'm'j', les deux trièdres wjpga, m'p'q'a! ont le coin 
tnq égal au coin m'q' comme droits, l'angle 9.mq=%m'q' par hy- 
pothèse et l'angle pmq=p'm^ç^\ ces deux trièdres sont donc 
égaux et l'on a le coin mp égal au coin m^p\ mais ces coins ont 
pour mesure les angles opq Jp^cl formés par les projections des 
tangentes «p, a'jp', avec celles des génératrices sg, 53'. Ces droites 
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«Pi ob'p' sont tangentes en jp et enp' à la projection de la courbe 
passant par m, m'. Cette projection est donc telle que ses tan- 
gentes font le même angle avec les rayons vecteurs aboutissant 
à leurs contacts, ce qui est le caractère géométrique des spirales 
logarithmiques. 

Les deux trièdres donnent encore angle o^mp = angle aWp', et 
par suite Tangle p%m—pafnf. 

Un point qui monterait sur une surface conique, en décri* 
vant une de ces courbes, s'approcherait constamment du som- 
met, mais n'y arriverait jamais. 

46t. Si par un point de l'espace et chaque point du contour 
apparent d'une surface s, relativement au premier point, on 
mène une droite, toutes ces droites constituent une surface 
conique enveloppe de cette surface 2 et que Ton désigne par la 
locution de cône enveloppe de s ayant pour sommet le point consi. 
déré. Les génératrices de ce cône sont les intersections des positions 
successives d'un plan qui roulerait sur la surface 2 à laquelle il se- 
rait toujours tangent, et en passant constamment par le sommet 

de ce cône auquel il serait tangent dans chacune de ses positions. 
On dit donc que le contour apparent â^une surface s pour un point 

donné c^est la courbe de contact du cône enveloppe à cette surface et 

ayant pour sommet ce point donné. 
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DES SURFACES DE REVOLUTION. 
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462. Une surface de révolution peut toujours être engendrée 
par une ligne tournant autour d'un axe. 

Quand une ligne tourne autour d'un axe, chacun de ses points 
parcourt une circonférence ; ainsi le point c de la courbe acb 
(fig. 425) tournant autour de Taxe ab engendre la circonférence 
ccf. Ces circonférences, dont chacune est engendrée par un point 
de la génératrice, portent le nom de parallèles de la surface. 

463. Pour représenter une surface de révolution, on prend 
toujours un des plans perpendiculaire (ordinairement c'est le 
plan horizontal) et l'autre parallèle à l'axe; de cette manière, les 
parallèles se projettent en véritable grandeur sur un des plans, et 

•- ' V ;.« -r'"' suivant des portions de droites parallèles à la ligne de terre sur 

l'autre» comme dans la fig. 426, où la génératrice est une droite. 
Nous raisonnerons toujours dans la supposition que Taxe est per- 
pendiculaire au plan horizontal. 

464. On nomme plan meridien^d*\ine surface de révolution 
un plan passant par Taxe, et méridienne toute section par un 
plan méridien. 

465. Les différentes méridiennes d'une surface de révolution 
ne sont pas autre chose que les positions successivement occu- 
pées par l'une d'entre elles en tournant autour de l'axe; on en 
conclut que totUés les méridiennes d'une surface de révolution sont 
égales. 

466. Si l'on fait exécuter un demi-tour à une surface de révo- 
lution, chaque partie déterminée par un méridien prend la place 
de l'autre ; conséquemment : 1<>, Chaque méridien coupe chaque 
parallèle et la surface^ chacun en deux parties égales; 2**, les deux 
parties d'une même méridienne déterminées par Vaxe sont égales et 
symétriques par rapport à cet axe. 
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46V. Chaque méridien, passant par Taxe, est perpendiculaire 
au plan de chaque parallèle, et passe par les milieux des cordes 
de ce parallèle qui lui sont perpendiculaires; on en conclut : 
{^ que les demp-circonférences d'un paràllèïe détemHnéès par un '. ' ..->,' 
plan méridien sont symétriques relativement à ce plan; 2®, qite fes; 
deux parties d^une surface de révolution situées de part et d'autre , 
d'un plan méridien sont symdriques par rapport à ce plan. 

Celte propriété est très-importante, car elles permet souvent 
de réduire de moitié et quelquefois des troi^ quarts les opéra- 
tions relatives aux surfaces de révolution. 

408. La tangente à un parallèle en un des points où il tra- -^ 
verse un plan méridien est perpendiculaire à ce plan ; or le plan 
tangent en un point d'une surface de révolution contient la tan- 
gente en ce point au parallèle qui y passe ; donc tout plan tangent 
à une surface de révolution est perpendiculaire au méridien paS' 
sant par le contact de ce plan avec cette surface. 

469. Si plusieurs surfaces de révolution ont le même axe, 
les plans tangents chacun à Tune de ces surfaces et parallèles 
entre eux ou ayant leurs traces horizontales parallèles'entre elles 
ont leurs contacts dans un même [plan, et les projections 
horizontales des méridiennes portant ces contacts se trouvent sur 
une même droite, la trace horizontale du méridien perpendicu- 
laire à tous ces plans. 

4YO. Pour tonte surface de révolution, le méridien parallèle 
au plan vertical est désigné d'une manière spéciale. On l'appelle 
le méridien principal^ et la méridienne qu'il détermine est la 
méridienne principale ; elle se projette verticalement en véritable 
grandeur. Tous les plans tangents ayant leurs contacts sur cette 
méridienne sont perpendiculaires au pian vertical, et quand 
aucun de ces plans ne coupe la surface, elle constitue le contour 
apparent sur le plan vertical et la limite de la projection verti- * 
cale de celte surface. 

Quand, en différents points de celte méridienne, les plans tan- 
gents coupent la surface, ces points ne font point partie du con- 
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tour apparent, celui-ci étant constitué uniquement par les contacts 
des plans tangents perpendiculaires à la surface, mais qui ne 
coupent pas celle-ci. 

491. Qnand la génératrice est quelconque, il est facile de 
construire la projection verticale de la méridienne principale, 
car c'est le lieu géométrique des points ou les parallèles de la 
surface traversent le méridien principal, et ces points ont pour 
projections horizontales ceux où les projections horizontales de 
ces parallèles traversent la trace horizontale du méridien prin- 
cipal. Dans la fig. 426, où la génératrice est la droite G, on recon- 
naît que la projection verticale de chaque parallèle est limitée de 
part et d'autre par la projection verticale de la méridienne prin- 
cipale. 

4199. A l'avenir, nous prendrons toujours pour génératrice 
d'une surface de révolution, sa méridienne principale. Rigou- 
reusement, une moitié de cette méridienne sufiBrait, mais, pour 
rélégance de l'épure, on projette toujours la méridienne prin- 
cipale en entier. 

493. Quand on peut mener à la demi-méridienne une tan- 
gente parallèle à l'axe, celte demi - méridienne peut être en 
entier entre cette tangente et l'axe qui la limite, comme dans la 
fig. 4SS. Alors le parallèle décrit par le contact de cette tangente 
est le plus grand de tous, et tous les plans tangents ayant leurs 
contacts sur ce parallèle sont perpendiculaires au plan horizontal. 
Ce parallèle constitue, dans ce cas, le contour apparent sur plan 
horizontal; sa projection horizontale est la limite de la projection 
horizontale de la surface, et on lui donne le nom d'éguateur. 

494. Si, comme dans lafig. 426, la demi-méridienne se trouve 
entièrement en dehors de la tangente qui lui est menée parallèle- 
ment à Taxe et s'éloigne indéfiniment de celui-ci, le parallèle 
décrit par le contact de cette tangente est le plus petit possible; 
tous les plans tangents dont il porte les contacts sont perpendicu- 
laires au plan horizontal ; il constitue donc le contour apparent 
sur plan horizontal ; sa projection horizontale est encore la limite. 
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mais cette fois en dedans, de la projection horizontale de la soi- 
face et on lui donne le nom de cercle de gorge. 

49tt. Quand la demi-méridienne est une courbe fermée 
(fig. 427), comme pour le tore, elle admet deux tangentes paral- 
lèles à Taxe, la surface possède un équateur et un cercle de gosge, 
et sa projection horizontale est comprise entre les projections 
horizontales de ces deux lignes et n'occupe qu'une couronne 
circulaire. 

Celte courbe fermée admet également deux tangentes perpen- 
diculaires à Taxe, lesquelles, en tournant avec la méridienne, 
engendrent deux plans qui sont tangents, suivant les circonfé- 
rences décrites par les contacts de ces tangentes. Ces plans sont 
perpendiculaires au plan vertical et leurs circonférences de con-* 
tact interviennent avec la méridienne principale de la surface 
pour le contour apparent sur plan vertical. La projection verti- 
cale de la surface est limitée : 1<^, par les projections des circon- 
férences décrites par les points de contact des tangentes à la 
méridienne perpendiculaires à Taxe, et 2o, par les portions de 
cette méridienne situées en dehors de ces points de contact. 

476. Quand la méridienne coupe Taxe en un seul point et 
s'en écarte indéfiniment, en s'élevant ou en descendant, comme 
quand on fait tourner une parabole autour de son axe (fig. 428), 
ou une hyperbole autour de son axe réel, la surface n'a ni équa- 
teur ni cercle de gorge et il n'y a pas de limites naturelles à sa 
projection horizontale. 

4W. Connaissant tme des projections d!^im point situé sur tme 
surface de révolution, on peut toujours construire Vautre^ 

Fig. 428. Supposons d'abord que c'est la projection horizontale 
hm qui est donnée. On connaît le centre hk et un point hm de la 
projection horizontale du parallèle portant ce point ; on peut donc 
construire cette projection horizontale. Les points Ajp, Ag où elle 
coupé la trace horizontale du méridien principal sont les projec- 
tions horizontales des points où ce parallèle traverse la méri- 
dienne principale ; en menant les perpendiculaires hp, vp; hq vq 
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à la ligae de terre, on obtient les projections verticales de ces 
points, et la droite vp]vq qui les joint est la projection verticale 
da parallèle portant le point dont la projection horizontale est 
donnée. Il n'y a plas qu'à mener %m tm perpendiculaire à la ligne 
de terre pour achever la construction. 

Si c'est la projection verticale vm qui est donnée, en menant 
par ce point une parallèle à la ligne de terre, on a immédiate- 
ment la projection verticale vpvq du parallèle portant le point 
donné; on en construit immédiatement la projection horizontale, 
puisqu'on en connaît le centre AA et le diamètre qui est égal à 
vp vq; en menant ensuite la perpendiculaire vm hm à la ligne de 
terre, on a, aux points où elle traverse la projection horizontale de 
ce parallèle, deux points, solution de la question. 

4Y8.* Pour les surfaces ayant cercle de gorge ou équateur, 
chaque point de Tune des projections correspond à deux points 
de Tautre projection, sauf pour les contours apparents. Quand la 
surface admet un équateur et un cercle de gorge, comme le 
tore, chaque point de la projection horizontale correspond à un 
ou deux points de la surface, mais chaque point de la projection 
verticale peut correspondre à un, à deux, à trois ou à quatre 
points de la surface. 

Quand il n'y a ni équateur ni cercle de gorge, chaque point de 
la projection horizontale ne représente qu'un seul point de la sur- 
face, mais chaque point de l'autre projection en représente en 
général deux de la surface. 

419. Tout plan perpendiculaire à l'axe d'une surface de révo- 
lution ne peut couper cette surface que suivant un ou plusieurs 
parallèles ; pour qu'il coupe la surface, il faut qu'il traverse cha- 
que méridienne et le nombre de parallèles de la surface qu'il con- 
tient est déterminé par le nombre de points qu'il contient d'une 
demi-méridienne. Quant aux plans passantpar l'axC; on sait déjà 
qu'ils coupent la surface suivant des méridiennes et que celles-ci 
sont égales entre elles. 

480. Toutes les tangentes aux méridiennes menées aux points 
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où ces méridiennes sont coapées par on parallèle vont passer par 
nn même point de Taxe, paisqu*elles ne sont que les positions 
soccj^ssivement occupées par Tune d^entre elles en tournant au- 
tour de Taxe avec la demi-méridienne à laquelle elle est tangente, 
et constituent une surface conique de révolution ayant pour axe 
Taxe de la surface de révolution, pour sommet le point où ces 
tangentes coupent cet axe, et pour base la circonférence décrite 
autour du pied de l'axe par la trace horizontale de Tune déciles. 
Celte surface conique est ce qu'on nomme le cône enveloppe aup- 
vaut ce parallèle. C'est le contour apparent de la surface pour le 
sommet de ce cône. Tout plan qui lui est tangent est tangent à la 
surface au point où sa génératrice de contact traverse le parallèle 
de contact de ce cône avec la surface. 

481 . Pour construire le cône enveloppe suivant un paraUèie 
donné (Rg. 428), a l'un des points vp, où la projection verticale du 
parallèle donné touche la projection verticale de la méridienne 
principale, on mène la tangente à celle-ci ; cette tangente est la 
projection verticale d'une des génératrices principales (parallèles 
au plan vertical) du cône dont on s'occupe ; le point où cette 
tangente coupe la projection verticale de l'axe est la projection 
verticale du sommet de ce cône. La projection horizontale de 
cette génératrice principale se confond avec la trace horizontale 
du méridien principal, et la base du cône est la circonférence 
ayant pour centre le pied de l'axe et passant par la trace hori- 
zontale de la génératrice principale. 

489. Toutes les tangentes menées aux parallèles, aux points 
où ils sont coupés par une méridienne, constituent une surface 
cylindrique que l'on désigne par la locution de cylindre enveloppe 
suivant cette méridienne. Tout plan tangent à celte surface cylin- 
drique est aussi tangent à la surface de révolution, et son contact 
avec celle-ci est le point où la méridienne de contact de cette 
surface est traversée par la génératrice de contact de ce plan 
avec la surface cylindrique. 

48S. Chaque fois que l'on doit exécuter une opération déter- 
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minée sur une méridienne quelconque, on suppose que cette mé- 
ridienne tourne autour de Taxe avec les éléments nécessaires à 
cette opération, jusqu'à ce que le plan de cette méridienne se 
confonde avec le méridien principal. On exécute l'opération sur 
la méridienne principale, avec laquelle la méridienne quelconque 
se confond, puis on ramène les résultats de l'opération dans leur 
vraie position, par une rotation inverse. 
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DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ (1). 

. 484. Les surfaces du second degré sont ainsi désignées parce 
qa*en géométrie analytique elles sont représentées et définies par 
des équations du second degré. Leurs caractères géométriques 
consistent en ce qu'elles ne peuvent être percées en plus de deux 
points par une ligne droite, et coupées par un plan que suivant 
une ou deux droites ou une courbe du second degré^et, ce qui est 
très-important pour nous, .qu'elles ont des courbes planes pour 
leurs contours apparents. 

486. En discutant Téquation générale du second degré à 
trois variables 

Aa;«+Rry+Cy*+Da:;gr+Eyxf+Fj?«+Ga;+Hy+Jje?4-K=o, 



on démontre qu'outre la sphère et les surfaces cylindriques et 
coniques ayant pour directrices les courbes du second degré, il 
n'y a que cinq surfaces du second degré : 

L'ellipsoïde, l'hyperboloïde à une nappe, l'hyperboloïde à deux 
nappes, le paraboloîde elliptique et le paraboloïde hyperbolique. 



De rellipsolde. 

486. Supposons deux ellipses cibcd^ àbeg (fig. 429), ayant un 
axe commun abj même centre o et situées dans des plans perpen- 
diculaires entre eux. Si l'on fait marcher la première parallèle- 
ment à elle-mèmei de manière : !<>, que son centre soit toujours 



(I) On doit, pour s'occuper de ces surfaces, connaître au moins leurs propriétés principales 
que Ton trouve énoncées et démontrées dans presque tous les traités de géométrie analy- 
tique. 
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SUT ge; 2», qu*elle demeare semblable à elle-même, et Z^j que les 
extrémités de Taxe homologue à a&, a'b^ par exemple, soient tou- 
jours sur l'autre, abeçy on engendre un ellipsoïde. 

487. Pour le représenter, on prend le plan horizontal paral- 
lèle à l'ellipse mobile abcd^ alors les génératrices se projettent en 
véritable grandeur sur le plan horizontal et leurs projections 
horizontales sont bomothétiques et concentriques, et Ton prend le 
plan vertical parallèle à l'ellipse fixe abge qui s*y projette en véri- 
table grandeur et que l'on nomme la directrice. 

488. Toutes les tangentes aux génératrices menées aux extré- 
mités de leurs axes homologues à ab sont perpendiculaires au 
plan vertical ; conséquemment tous les plans tangents ayant leurs 
contacts sur la directrice sont perpendiculaires au plan vertical; 
la directrice est donc le contour apparent sur plan vertical et 
sa projection verticale est la limite de la projection verticale de 
la surface. 

489. En renversant les rôles des deux ellipses abcd, abgCj en 
regardant la première comme génératrice et la dernière comme 
directrice, on reconnaît que l'ellipse abcd^ que nous appellerons 
la génératrice principale ou Yéiuateur de la surface, est le contour 
api^arent sur plan horieontal et que sa projection horizontale est 
la limite de la projection horizontale de la surface. 

490. On peut résoudre tous les problèmes roulant sur les 
surfaces dont les génératrices sont des ellipses semblables ayant 
leurs centres sur une même verticale et ayant, par suite, leurs 
projections horizontales bomothétiques et concentriques, sans 
devoir construire plus que la projection horizontale de la géné- 
ratrice principale, car du moment que l'on connait un point de 
la projection horizontale d'une de ces ellipses, on peut résoudre 
tous les problèmes relatifs à cette ellipse. 

Ainsi, hm' étant un point de l'ellipse ha'Whc'hd\ en menant le 
rayon passant par le point hm' on obtient hm, l'homologue de hm\ 

En menant hm'ha' parallèle à hmha^ on obtient ha' homologue 
de ha. 
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Menant Jw:hc' parallèle à hahc^ on obtient l'homologue M de 
%(?, en menant Mp parallèle M'p'^ on obtient le point i> homologue 
de y et, par suite, la corde hmhn homologue de hm'hn\ 

On pourrait pousser plus loin les conséquences de Thomo- 
thétie; on fera bien de les étudier dans un ouvrage de géométrie, 
comme le traité publié par Tombeck. 

491. Quand les trois axes a&, odE, ge sont inégaux, Tellipsoïde 
est dit à trais axes. Si deux de ces axes, cd et ge^ sont égaux et 
moindres que le troisième, la surface est la même que celle qu'on 
obtiendrait en faisant tourner une de ces ellipses autour de son 
grand axe ; on a alors un ellipsoïde de révolution allongé. Si deux ^^^i v ' 
des axes, àb et cd^ étaient égaux et plus grands que le troisième, 
on aurait la surface engendrée par une de ces ellipses tournant 
autour de son petit axe et ce serait un ellipsoïde de révolution, 
aplati. 

499. L'ellipsoïde a un centre, le centre commun à l'ellipse 
directrice et à la génératrice principale. Un plan ne peut le couper 
que suivant des cercles ou des ellipses. 
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De lliyperbololde à une nappe. 

493. ka lieu d'une ellipse, prenons comme directrice une 
hyperbole ayant pour axe réel àb (fig. 430), et faisons marcher 
une ellipse abcd^ dont le plan est perpendiculaire à celui de la 
directrice, de manière que son centre parcoure l'axe imaginaire 
de rhyperbole, qu'elle demeure parallèle et semblable à elle- 
même et que les extrémités de l'axe aV^ homologue de a&, soient 
l'un sur l'une et l'autre sur l'autre des branches de la directrice ; 
nous engendrerons un hyperboloïde à une nappe. 

494. Pour le représenter, on prend le plan horizontal paral- 
lèle aux génératrices et le plan vertical parallèle à la directrice. 

49tt. L'ellipse abcd est la plus petite des génératrices ; c'est 
le contour apparent sur plan horizontal, et la projection horizon* 
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taie de la surface occupe tout le plan horizontal, sauf Tintérieur 
de la projection horizontale de ce contour apparent, auquel on 
donne le nom à^éllipse de gorge. 

496. Le contour apparent sur plan vertical se compose de la 
directrice, et la projection verticale de la surface occupe toute la 
portion du plan vertical située entre les deife branches de la pro- 
jection verticale de cette directrice. 

49t. Quand on remplace Tellipse génératrice par un cercle, 
on obtient la surface qui serait engendrée par la directrice en 
tournant autour de son axe imaginaire et que l'on nomme hyper- 
boloïde de révolution à une n(tppe. 

498. Cette surface, qui possède un centre, peut être engendrée 
par une droite, et nous nous en occuperons d'une manière spé- 
ciale en étudiant les surfaces gauches. 



De lliyperbololde à deux nappes. 

490. Prenons encore pour directrice une hyperbole (fig. 431) 
et faisons marcher une ellipse abcd de manière que son centre 
parcoure Taxe réel de la directrice, que son plan soit toujours per- 
pendiculaire à cet axe, qu'elle demeure semblable à elle-même 
et que les extrémités de l'axe homologue à ab soient toujours sur 
une même branche de l'hyperbole; nous engendrerons un hyper- 
boloïde à deux nappes. 

500. Pour représenter cette surface, on prend encore le plan 
horizontal parallèle aux génératrices et le plan vertical parallèle 
à la directrice. 

501. Le contour apparent'sur plan vertical se compose de la 
directrice; la projection verticale se'compose des deux portions 
du plan vertical limitées chacune par une des branches de la pro- 
jection verticale de la directrice. Il n'y a ni contour apparent sur 
plan horizontal, ni limites naturelles de la projection horizontale. 

501t. Cette surface, qui est douée d'un centre, se compose de 
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deux parties distinctes séparées par rintervalle des deux plans 
perpendiculaires à Taxe réel de la directrice par les sommets de 
laquelle ils passent; elle n'offre que très-peu d'intérêt au point 
de vue pratique, et nous ne nous en occuperons pas davantage. 



Du parabololde elliptique. 

ft03. Fig. 452. Prenons une parabole comme directrice; fai- 
sons marcher une ellipse àbcd, de manière que son centre par- 
coure Taxe de la directrice, que son plan soit toujours perpendi- 
culaire au plan de cette courbe, qu'elle demeure semblable à 
elle-même et que les extrémités a, &, de l'un de ses axes se trou- 
vent toujours sur la parabole directrice ; nous engendrerons un 
paraboloïde elliptique. 

&04. Pour représenter cette surface, on prend encore le plan 
horizontal parallèle aux génératrices et le plan vertical parallèle 
à la directrice. 

506. Le contour apparent sur plan vertical se compose de 
la directrice, et la projection verticale est la portion du plan ver- 
tical comprise dans la projection verticale de la directrice. 

&06. Il n'y a ni contour apparent sur plan horizontal, ni limi- 
tes naturelles à la projection horizontale. 

507. Quand on substitue un cercle à la génératrice elliptique, 
on a la surface engendrée par la révolution de la parabole direc- 
trice autour de son axe, et nommée paraboloïde de révolution. La 
portion comprise entre le sommet de la directrice et un plan per- 
pendiculaire à Taxe est fréquemment employée comme vase ou 
comme miroir concave. En la {combinant avec une ellipsoïde de 
révolution, on forme le porte^voix des marins. 

Bu parabololde hyperbolique. 

508. Concevons deux paraboles P, Q (fig. 435; ayant même 
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sommet, dont les axes soient le prolongement Tun de l'autre et 
dont les plans soient perpendiculaires entre eux; faisons marcher 
Tune de ces paraboles P sur Tautre Q, de manière que la mobile 
soit toujours parallèle à elle-même et que son sommet parcoure 
toute l'autre Q ; nous concevrons un paraboloïde hyperbolique. 

500. Pour représenter cette surface, on prend le plan hori- 
zontal parallèle aux génératrices et le plan vertical parallèle à la 
directrice. ^ 

510. Le contour apparent sur plan horizontal se compose de 
la parabole P que l'on nomme génératrice principale, et dont la 
projection horizontale limite la projection horizontale de la sur- 
face. 

511. Le contour apparent sur plan vertical se compose de la 
directrice Q et la projection verticale de la surface n'a pas d'au- 
tre limite naturelle que la projection verticale de cette direc- 
trice. 

513. On pourrait encore engendrer cette surface par une 
h}'perbole dont le plan serait perpendiculaire à Taxe commun aux 
deux paraboles P, Q, qui demeurerait semblable à elle-même et 
dont Taxe réel serait toujours limité par l'une ou l'autre des para- 
boles données. Au sommet commun à ces paraboles et qui est 
en même temps le sommet de la surface, l'hyperbole génératrice 
se réduit à deux lignes droites. 

513. Cette surface, dont des fragments sont fréquemment 
employés, peut être engendrée par une ligne droite, et nous 
rétudierons spécialement en nous occupant des surfaces gau- 
ches. 



PROBLÊMES 



RELATIFS AUX PLANS TANGENTS. 



§ I^'. — Flans tangents dont le contact est assise. 

514. Mener le plan tangent e en un point donné m d'une 
surface dévéloppàble. 

Fig. 43i. Le plan tangent au point donné est tangent toat le 
long de la génératrice portant ce point (417); il est donc aassi 
tangent au point a où cette génératrice traverse la base, et il doit 
contenir la tangente en ce point à cette courbe (376) ; cette tan- 
gente est la trace horizontale de ce plan, donc : 

Par la trace horiacmtale de la génératrice portant le point donnée 
menejs la tangente à la base de la surface ; c'est la trace horizon^ 
taie du plan demandé. 

Le problèn^e est résolu, fig. 455, pour une surface cylin- 
drique, fig. 436, pour une surface conique. 

Quand la base est dans le plan vertical, comme dans la fig. 437, 
on mène, par la trace ^verticale de la génératrice de contact, 
la tangente à la base, et Ton a la trace verticale du plan de- 
mandé. 

Quand ce problème intervient dans ^ la solution d'un autre 
problème, il est rare qu'on ait besoin de construire les deux 
traces du plan demandé. 



— 206 — 

515. Construire le plan tangent en un point donne m d^une 
surface de révolution. 

Lorsque deax surfaces sont enveloppes, tout plan tangent à 
Tune en un point de la zone commune est aussi langent à Tautre. 

Fig. 438. Construises le cône enveloppe à la surface donnée 
suivant le parallèle portant le contact assigné (il i); par le point 
donne\ menez le plan tangent à ce cône auxiliaire (314). 

516. Fig. 439. Quand le point de contact est donné sur le 
contour apparent sur plan vertical, le plan tangent demandé est 
perpendiculaire au pian vertical (398), sa trace verticale passe 
par la projection verticale du point donné et elle est tangente à 
la projection verticale de ce contour apparent, car celte projec- 
tion n'est que la base verticale du cylindre projetant ce contour 
sur plan vertical. 

Quand la surface est douée d'un équateur ou d'un cercle de 
gorge , le plan tangent en un point de Tune de ces courbes a sa 
trace horizontale qui passe par la projection horizontale du point 
donné, et qui est tangente à la projection horizontale de cette 
courbe. 



519. Construire le plan tangent en un point donné m, cTtm 
ellipsoïde ou d^un paraboloïde eUiptique. 

Fig. 440 et 441. A l'un des points où la projection verticale 
vpvq^ de la génératrice portant le point donné coupe celle de la 
directrice, menez une tangente à celle-ci ; ce sera la projection 
verticale d'une des génératrices principales du cône enveloppe 
à la surface donnée suivant cette génératrice pg,. La base de ce 
cône auxiliaire est une elh'pse concentrique semblable et homo- 
thétique à la projection horizontale de la génératrice principale* 

Le point «, trace horizontale de cette génératrice principale, 
est l'homologue de Aa ; la tangente en r à la base du cône auxi- 
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liaire est parallèle à la tangente aa point homologue ê de Tel- 
lipse d, et la droite ar doit être parallèle à la droite a e « 

Fig. 442 et 4iS« Quand le point de contact assigné se trouve 
sur la directrice ou sur la génératrice de contour apparent sur 
plan horizontal , le plan demandé^est perpendiculaire au plan 
vertical, ou au plan horizontal , et alors le cône enveloppe est 
remplacé par le cylindre projetant la directrice sur le plan ver- 
tical ou par celui qui projette la génératrice de contour apparent 
sur le plan horizontal. 



§ 2. — Plans tangents passant par un point donné en 

dehors d'une snrface donnée. 

518. Quand une surface n'est pas développable , le plan 
tangent passant par un point en dehors de cette surface est in- 
déterminé, car il n'est assujetti qu'à passer par deux points : le 
point donné et un point à déterminer sur la surface. Mais si la 
surface est développable , le problème est déterminé , car le plan 
demandé doit alors passer par un point qui est donné et par une 
droite appartenant à une surface déterminée. Ce problème est 
impossible quand le point donné est à Tintérieur de la surface 
donnée* 



&10. Déterminer les génératrices de contact des plans tangents 
à une surface cylindrique et passant par un point donné. 

Fig. 444. Par le point donné m, mener une droite D parallèle 
aux génératrices de la surface donnée. Par la trace horizontale de 
cette droite auxiliaire , mener les tangentes à la base de cette 
surface. Les génératrices passant par les contacts de ces tan- 
gentes sont les génératrices demandées. 

Nota. — Ces points de contact doivent être déterminés ri- 
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goureusement par les mélhodes spéciales pour chaque espèce 
de courbe ; dans la pratique , on ne construit pas les tangentes 
lorsque leurs contacts peuvent être construits avant elles. Les 
génératrices de contact trouvées constituent le contour apparent 
de la surface , non-seulement pour le point donné, mais encore 
pour tout autre point de la droite auxiliaire. 

&SO. Cas particuliers, a. Le point donné est dans le plan hori* 
zontal. Alors, c'est par ce point lui-même qu*on mène les tan- 
gentes à la base (fig. 445). 

p. Les génératrices de la surface sont perpendiculaires au 
plan horizontal (fig. 446). Dans ce cas, les tangentes à la base 
sont menées par la projection horizontale du point donné , car 
c'est en même temps la trace horizontale de la droite auxiliaire. 

7. La base de la surface est dans le plan vertical. On doit 
alors mener les tangentes à cette base par la trace verticale de la 
droite auxiliaire. 



ttSl. Chnstruire le contour apparent cPune surface conique 
donnée pour un peint donné. 

Tous les plans tangents à une surface conique passant par le 
sommet : par le point donné m (fig. 447) et le sommet s de la 
surface, mener une droite. Par la trace horizontale de cette 
droite auxiliaire, mener les tangentes à la base. Les génératrices 
passant par les contacts de ces tangentes constituent le contour 
demandé. 

5!t!t. Cas particuliers, a. La droite auxiliaire est parallèle 
au plan horizontal (fig. 448). Alors les tangentes à la base doivent 
être parallèles à celte droite, car lorsqu'un plan passe par une 
parallèle au plan horizontal , sa trace horizontale est parallèle à 
cette droite. 

h. Le point donné est dans le plan horizontal (fig. 449). Dans 



ce cas, c'est par ce point lui-même qu'on mène les tangentes à 
la base. 

c. Le sommet de la surface est inaccessible , ou bien la base 
dépasse Tcpure (fîg; 450). On coupe alors la surface par un plan 
parallèle au plan horizontal et passant par le point donné. L'in- 
tersection est une courbe semblable à la base et facile à cons- 
truire si celle-ci est connue. Par la projection horizontale du 
point donné, on mène les tangentes à la projection horizontale 
de celte intersection, et les généralrices passant par les contacts 
de ces tangentes constituent encore le contour apparent de- 
mandé. 



S!t3. Déterminer les points situés sur un parallèle donnée du 
contour apparentl d'une surface de révolution^ tue d'un point 
donné. 

Fig. 451. Construisez le cône enveloppe suivant le parallèle 
donné (481^. Déterminez les génératrices de contact des plans 
passant par le point donné et tangents à ce cône auxiliaire, les 
points où ces génératrices traversent le parallèle donné sont les 
points demandés. 

Itemarque. On peut ne pas construire les projections verticales 
de ces généralrices, car il suffit de connaître la projection ho- 
rizontale d'un des points demandés pour en déduire la projeclioi 
verticale (477), mais alors il faut examiner quel est celui des 
deux points suivant lesquels la projeetion horizontale de chaque 
génératrice de contact coupe la projection horizontale de ce pa- 
rallèle, qui est la projection horizontale cherchée. 

Pour cela on regarde si le parallèle donné est oui ou non sur 
la même nappe que la base du cône auxiliaire ; dans l'affirmative, 
la projection cherchée et la trace horizontale de cette génératrice 
sont d'un même côté du pied de Taxe; dans la négative, ces 
points sont do part et d'autre de ce pied« 

44 
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Quand le parallèle donné fait partie du contour apparent sur 
plan horizontal ou le constitue, on substitue au cône enveloppe 
le cylindre projetant ce parallèle sur plan horizontal et Ton pro- 
cède comme il est indiqué au n® 520, p. 

5St4. Pour que le problème soit possible, il faut que le point 
donné ne soit pas dans le cône enveloppe auxiliaire. 

595. Quand il se trouve sur la surface de ce cône auxiliaire, 
il n'y a qu'un point solution de la question, le point ou le parallèle 
de contact est traversé par la génératrice portant le point donne. 
Cette génératrice est tangente à la méridienne dont le plan 
passe par le point donné, et le parallèle de contact sépare les 
parallèles portant chacun deux points du contour apparent de 
ceux qui n'en portent pas. En effet, soit (Gg. 4S2) ocft, la méri- 
dienne dont le plan passe par le point m, me tangente en c à ac& ; 
si l'on mène une tangente en d, le cône engendré par cette tan- 
gente contiendra le point m par lequel aucun plan tangent à ce 
cône ne peut passer, tandis que le cône engendré par une tan- 
gente en e, ne contient pas le point m, et possède deux plans tan- 
gents passant par ce point. 

On nomme points limites et parallèles limites, les points du 
contour apparent situés sur la méridienne passant par le point 
de vue et les parallèles passant par ces points. 

526. Les deux points du contour apparent situés sur un 
même parallèle sont symétriques par rapport au plan méridien 
passant par le point de vue. 

En effet (fig. 451), la droite ww' joignant les contacts des tan- 
gentes menées du point hm à la circonférence likh% est perpen- 
diculaire à hAhm; les triangles hXnn' et /iA12 étant évidemment 
semblables, la droite 12 est aussi perpendiculaire à hXhm, mais 
quand une droite parallèle au plan horizontal a sa projectioti 
horizontale perpendiculaire à la trace horizontale d'un plan M. 
vertical, elle est perpendiculaire à ce dernier plan. 

Celui-ci passant par le milieu de la droite 1,2, les deux pîcnîs 
1,2 sont symétriques par rapport a lui. C.Q.F.D. 
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597. Construire les deux points situés sur une méridienne 
donnée Mt du contour apparent relatif à un point donnée m, d^une 
surface de révolution. 

D'abord tout ptan tangent à une surface de révolution est per- 
pendiculaire au plan méridien passant par son contact et le 
coupe suivant une tangente en son contact à la méridienne pas- 
sant par ce point; ensuite, lorsque deux plans sont perpendicu- 
laires entre eux, toute perpendiculaire à Tun menée par un point 
de Taulre, est entièrement dans celui-ci et ne peut percer le 
premier que sur leur intersection. Conséquemment : 

Fig. 451. Par le point donné on mène une droite perpendicu- 
laire au plan méridien Ms donné. Par le pied n' de cette per- 
pendiculaire on mène les tangentes à la méridienne Mt, les con- 
tacts de ces tangentes sont les points demandés. Pour mener ces 
tangentes on suppose que le plan Ma tourne autour de Taxe- 
jusqu à ce qu'il se confonde avec le méridien principal ; alors le 
point n' se place en «, et la méridienne Mi se confond avec la 
méridienne principale. On mène du point « la tangente à celle-ci 
et Ton ramène le contact i? en 2 dans la méridienne Ms, le point 
2 est un des points demandés. 

Eu examinant Tépure, on reconnaît que le même point 2 est 
obtenu absolument par les mêmes opérations, mais se suivant en 
ordre inverse, que celles que Ton avait effectuées pour l'obtenir, 
en posant la condition qu'il fut situé sur le parallèle i>2. 

Quand on veut que les contacts demandés soient sur la méri- 
dienne principale, il suffit de mener les tangentes à la projec- 
tion verticale de cette courbe, par la projection verticale du point 
donné; les contacts de ces tangentes sont les projections verti- 
cales des points demandés. 



51t8. Construire le contour apparent d'une surface de révolution 
pour un point donné. 
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Fig. 4o5. On construit les points situés sur quelques parallèles, 
puis on relie tous ces points par une courbe qu*on est bien obligé 
de tracer à la maip. 

Quand on doit répéter plusieurs fois la même opération, il est 
indispensable de procéder avec ordre. De plus, quand on déter- 
mine une courbe point par point, il y a de ces points qui attirent 
spécialement l'attention . Dans le cas qui nous occupe, on cons- 
truit donc : 

l"" Les points 1 , 2, situes sur Téquateur, et qui séparent la 
partie visible sur plan horizontal de celle qui ne Test pas, pour 

la courbe que Ton construit; 

2^ Les points 3, 4, situés sur la méridienne principale et qui 
limitent la partie du contour cherché, visible sur plan vertical; 

50 Les points limites 5, 6, situés sur les parallèles limites. 
Pour construire ces points, on fait tourner le plan méridien M4 
portant le point donné, autour de l'axe de la surface, jusqu'à 
ce qu'il se confonde avec le méridien principal; de la position 
occupée alors par le point donné, on mène les tangentes à la 
méridienne principale, et l'on ramène les contacts, par une rota- 
tion inverse, dans le méridien M| et ce sont alors les point limites. 

Quand, comme dans la flg. 4o3, la méridienne est une ellipse, 
la projection verticale de la position Mi est une ellipse ayant 
pour grand axe le et pour demi-petit axe a'o ; on peut construire 
les foyers de celte ellipse et déterminer les contacts de ses tan- 
gentes passant par le point vm, ces contacts sont les projections 
verticales des points 5 et 6. C'est de cette manière qu'ils ont été 
déterminés sur la fig. 453, mais il n'était pas nécessaire de 
laisser subsister les constructions relatives à ces points, • 

4* Les symétriques des points 3 et 4, relativement au plan Mi ; 
on ne les a pas indiqués sur l'épure. 

5' Enfin, si cela ne suffit, on construit les points sur doux ou 
trois parallèles, choisis de manière à donner des points aux en-' 
droits où l'allure de la courbe paraît indécise. 
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5SO. Construire Us points i,% situés sur une génératrice 
donnée^ pq, du contour apparent d'un ellipsoïde à trois axes, vu 
d'un point donné m. 

Fig. 454. En menant aa poinl vp la tangente à la projection 
verticale de la directrice, on obtient la projection verticale d*un& 
des génératrices principales du cône enveloppe suivant la géné- 
ratrice donnée. 

Par le point m on mène un plan Hi parallèle au plan H. Il 
coupe le cône enveloppe suivant une ellipse semblable à la géné- 
ratrice donnée et par suite à la génératrice principale ab^ et le 
point X est l'homologue du point a. On construit le point /», ho- 
mologue pour Tellipse àb du point hm pour Fellipse oh<t; par le 
point fi on mène les tangentes à Fellipse ab, et Ton détermine les 
homologues 1, 2, des contacts cc'^ sur Tellipse hphq^ ces 
points 1,2 sont les projections horizontales d(*s points demandés. 

&30. La drpite hmO passe par le milieu de la droite c(/^ car 
si Ton mène deux tangentes à une ellipse, le diamètre dont le pro- 
longement passe par le point où elles se coupent, passe par le 
milieu de la corde joignant leurs contacts. 

Les triangles occ' et ol2 sont semblables puisque oc': o^-=z 
oc : oi; conséquemment oAa» passe par le milieu de la droite 1,2. 
Il en est de même du plan a perpendiculaire au plan horizontal 
et passant par la droite ohm. On peut donc dire que le plan dia- 
métral vertical passant par le point donné pa^se par les milieux des 
cordes joignant chacune les deux points du contour apparent 
relatif à ce point donnée situés sur une même génératrice de la 
surface. 

531. Pour que le problème soit possible, il faut que le point 
donné soit en dehors du cône enveloppe suivant la génératrice 
donnée. Le plan diamétral a passant par le point donné coupe la 
surface suivant une ellipse adce{&g, 452); la tangf^nte à cette 
ellipse au point ou elle est coupée par la génératrice donnée est 
une des génératrices du cône enveloppe suivant cette généra- 
trice située dans le pian a. Si cette tangente passe par le point 
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donné comme la tangente au pointe:, il n'y aqa'un plan tangent 
et un contact possibles. Le point étant en dehors du cône enve- 
loppe suivant une génératrice passant par le point e^ cette gé- 
nératrice portera deux points de contact ; mais pour la généra- 
trice passant par le point d, elle n'aura aucun des points du 
contour apparent, car le point m se trouve à Tinlérieur du cône 
enveloppe suivant cette génératrice. Conséquemment, pour avoir 
les génératrices limites, ou séparant celles qui portent deux 
points du contour apparent de celles qui n'en portent pas, on 
contruit le plan diamétral vertical passant par le point donné, et 
par celui-ci on mène les tangentes à la section de la surface par 
ce plan; les points de contact de ces tangentes sont les points 
limites et les génératrices passant par ces points sont les généra- 
trices limites pour le contour apparent relatif au point donné. 



&3!S. Construire le contour apparent pour un point donné m 
d^un ellipsoïde à trois axes. 

Fig. 453. On construit : 

1^ Les points 1, 2, silués sur la génératrice principale; ils ont 
pour projections horizontales les contacts des tangentes menées 
du point hmk la projection horizontale de cette génératrice et ils 
limitent la partie du contour demandé visible sur plan ho- 
rizontal ; 

2' Les points 3, 4 situés sur la directrice; ils ont pour projec- 
tions verticales les contacts des tangentes menées du point t;in, à 
la projection verticale de cette directrice, et ils limitent la partie 
du contour cherché visible sur le plan vertical ; 

5** Les points 5, 6 situés dans le plan diamétral vertical pas- 
sant par le point donné. La section de la surface par ce plan 
est une ellipse ayant pour grand axe ci et pour demi-petit 
axe ohn. 
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Sa projection verlicale est encore une ellipse ayant pour grand 
axe cd et pour demi-petit axe orw. On construit les contacts 5,6 
des tangentes menées det^mà celte projection verticale. Rigou- 
reusement il n'est pas nécessaire de construire cette ellipse. Ces 
contacts sont les projections. verticales des points limites ; 

4*^ Les points 7, 8 situes sur la génératrice jpg, passant par le 
milieu de la droite 5, 6. Pour éviter la confusion, on n'a pas laissé 
subsister les lignes ayant servi à la construction do ces points, 
construction développée d*une manière complète à la fig. 4o4. 

o^' Puisque la droite 5, 6 passe par les milieux des cordes 
parallèles à la droite 7, 8, ces deux droites sont deux diamètres 
conjugués du contour que Ton construit chacun des points 
1, 2, 3, 4 peut donc en fournir immédiatement trois autres, ce 
qui est plus que suffisant pour tracer les projections du contour 
demandé. 



§ 3. Flans tangents parallèles à nne droite. 

533. La recherche des contacts des plans tangents parallèles 
à une droite est très-importante au point de vue du dessin, car le 
Heu de ces contacts pour une surface est la ligne d*ombre et 
do lumière de cette surface lorsque les rayons lumineux sont 
parallèles à ces plans tangents. Or, quand un corps est éclairé 
directement par le soleil, on peut considérer les rayons arrivant 
de cet'astre à la surface de ce corps comme parallèles entre eux. 
Si, dans chacun de ces plans on mène la parallèle à la droite 
directrice, par le contact de ce plan, l'ensemble de ces droites 
constitue une surface cylindrique que Ton désigne par la locution 
de cylindre enveloppe de la surface £ parallèle à la droite donnée. 

534. Quand la surface est quelconq^ie, il y a une infinité de 
plans tangents parallèles à une droite, mais le contact de chacun 
d'eux est réJuit à un élément superficiel, ou, comme on le dit, 
à un point; les contours apparents d'une surface de révolution 
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sur les plans de projection en sont une preuve suffisante; quand 
la surface est développable, il n'y a ordinairement que deux 
plans tangents remplissant cette condition, mais le contact de 
chacun d'eux est une zone superficielle que Ton confond avec une 
génératrice. 



53ft. Construire les génératrices de contact G, G' des plans 
tangents à une surface cylindrique et parallèles à une droite don-^ 
née D. 

Fig. 456. On construit la trace horizontale du plan e passant 
par la droite donnée et parallèle aux génératrices de la surface 
cylindrique (120). On détermine ensuite les contacts c, c des 
tangentes à la base de cette surface, parallèles à he ; les généra- 
trices passant par ces contacts sont celles que Ton demandait. 

Cas particuliers, a. La droite donnée est parallèle au plan hori- 
zontal. Dans ce cas, les génératrices demandées sont celles qui 
passent par les contacts des tangentes menées à la base parallè- 
lement à la projection horizontale de la droite donnée; car lors- 
qu'un plan est parallèle à une droite parallèle au plan horizontal, 
sa trace horizontale est parallèle à la projection horizontale de 
cette droite. 

6. Le cylindre est droit, et la droite quelconque. Alors les gé- 
nératrices demandées passent encore paroles contacts des tan- 
gentes à la base, parallèles à la projection horizontale de la droite 
donnée, car les plans tangents correspondants sont perpendicu- 
laires au plan horizontal et parallèles à la droite donnée, et con- 
séquemmcnt parallèles au plan projetant cette droite sur hori- 
zontal. 

c. Quand la droite donnée est perpendiculaire à l'un des plans 
de projection, les génératrices demandées constituent le contour 
apparent sur ce plan. 

d. Enfin, quand la droite donnée est parallèle aux génératrices 
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de la surface donnée, le problème est indéterminé puisque tous 
ies plans tangents à cette surface contenant chacun une parallèle 
à cette droite, remplissent la condition exigée. 



536. Déterminer l-es génératrices de contact G, G' des plans 
tangents à une surface conique et parallèles à une droite donnée D. 

Quand, un plan est parallèle à une droite, toute parallèle à cette 
droite, passant par un point de ce plan, est entièrement dans ce 
plan. Tous les pians tangents à une surface conique passent par 
le sommet de cette surface. 

Fig. 457. On mène donc par le sommet de la surface une pa- 
rallèle à la droite donnée. Par la trace horizontale de cette droite 
auxiliaire, on mène les tangentes à la base; les génératrices pas- 
sant par les contacts de ces tangentes sont les solutions de la 
question. 

Cas particuliers y a. La droite donnée est parallèle au plan 
horizontal. 

Fig. 458. On mène'alors les tangentes à la base parallèlement 
à la projection horizontale de la droite donnée. 

h. Le sommet de la surface est inaccessible, mais le cône est 
droit. 

Fig. 459. On sait que quand deux surfaces de révolution ont 
le même axe, les contacts des plans tangents Tun à l'une, Tautre 
à Tautre, et parallèles entre eux, sont dans un même plan méri- 
dien (469). Supposons donc un second cône ayant son sommet 
en a et dont les génératrices soient respectivement parallèles à 
celles du premier, les plans tangents à ces deux cônes et paral- 
lèles à la droite donnée seront respectivement parallèles entre 
eux, et leurs génératrices de contact auront deux à deux même 
projection horizontale; on résout donc le problème relativement 
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au cône z et les projections horizontales des généralrices obte- 
nues sont celles des génératrices demandées. 



537. Déterminer les deux points situés sur un parallèle donnée 
de la courbe de contact du cylindre enveloppe d'une surface de révo- 
liition donnée, parallèle à une droite donnée. 

Fig. 460. Construisez le cône enveloppe de la surface donnée 
suivant le parallèle donné (481). Déterminez les génératrices de 
contact des plans tangents à ce cône, parallèles à la droite don- 
née D (556, 6). Les points 1, 2 où ces génératrices traversent le 
parallèle donné sont les points demandés. 

638. Les points situés sur le contour apparent sur plan hori- 
zontal ont pour projections horizontales les contacts des tan^ 
gentes menées à la projection horizontale de ce contour, parallè- 
lement à la projection horizontale de la droite donnée (555 b). 

539. On reconnaîtra aisément que les points 1, 2 situés sur 
le parallèle donné sont symétriques par rapport au plan vertical 
passant par Taxe de la surface et parallèle à la droite donnée, et 
que le méridien parallèle à la droite donnée passe par les milieux 
des cordes joignant chacune les deux points de contact situés sur 
un même parallèle. 

540. Pour que le problème soit possible, il faut que la paral- 
lèle menée à la droite donnée par le sommet du cône auxiliaire 
soit en dehors ou au moins sur la surface de ce cône. Soit bac 
(fig. 461) la méridienne dont le plan est parallèle à la droite 
donnée, et as une tangente à cette méridienne, et parallèle à la 
droite donnée, le parallèle passant par le point a aura un des 
points de contact demandés, le point a lui-même; le parallèle 
passant par le point b en aura deux, mais celui qui passe par le 
point c n'en aura pas, et Ton peut affirmer que le parallèle passant 
par le contact d!une tangente menée à la méridienne dont le plan 
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est parallèle à la droite donnée^ parallèlement à cette droite^ sépare 
les parallèles portant cluxcun deux points de la courhe de contact du 
cylindre enveloppe parallèle à cette droite^ de ceux qui rCeth por- 
tent pa3. 

Ces parallèles sont regardés comme des parallèles limites, et 
les points qu'ils percent de la courbe de contact sont désignés 
sous le nom de points limites. 



541. Déterminer les contacts situés sur une méridienne don- 
née^ des plans tangents à une surface de révolution^ parallèles à 
une droite donnée. 

Fig. 460. Soit M| le plan contenant la méridienne donnée et 
D la droite donnée. Les plans tangents dont les contacts sont 
demandés coupent ce plan méridien auquel ils sont perpendicu- 
laires, suivant des tangentes à la méridienne donnée, aux points 
de contacts demandés, mais tout plan parallèle à la droite D et 
perpendiculaire au méridien Ms est parallèle à ces plans; consé- 
quemment : 

Par un point z pris sur Taxe de la surface on mène un paral- 
lèle ZA à la droite donnée; par le point a on mène la droite aC 
perpendiculaire à %Mt. 

Le plan zap est parallèle aux plans tangents dont on cherche 
l^s contacts, mais ce plan coupe le méridien Mt suivant la droite 
Z.3. Il n'y ji plus qu'à mener les tangentes à la méridienne Mt, 
parallèles à cette droite. Pour cela on suppose que le méridien 
Mt tourne autour de Taxe jusqu'à ce qu'il se confonde avec le 
méridien principal; la droite zp prend alors la position zt. On 
mène à la projection verticale de la méridienne principale les 
tangentes parallèles à zvif, puis on ramène les points dont les 
contacts de ces tangentes sont les projections verticales, dans le 
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méridien Mt, par une rotation inverse, et les points ainsi obtenus 
sont les contacts demandés. 

On n'a laissé fiigurer dans l'épure qu'un seul de ces points, 
le point 2, et on voit qu'il est obtenu par les mêmes opérations, 
mais exécutées dans un ordre inverse, que celles qui avaient été 
employées pour le déterminer, en le supposant placé sur le paral- 
lèle qui le porte. 

II4S. Quand on donne la méridienne principale, on obtient 
immédiatement les projections verticales des points demandés 
en menant à la projection verticale de cette méridienne les 
tangentes parallèles à la projection verticale de la droite 
donnée. 

543. Construire la courbe de contact du cylindre enveloppe 
d'une surface de révolution donnée^ parallèle à une droite donnée. 

Fig. 462. Soit D la droite donnée, on construit : 

!• Les points 1, 2, situés sur l'équateur; ils ont pour projec- 
tions horizontales les contacts des tangentes à la projection ho- 
rizontale de cet équateur, parallèles à la projection horizonlale 
de la droite donnée, et ils limitent la partie visible sur plan 
horizontal de la courbe demandée ; 

2^ Les points 3, 4, situés sur la méridienne principale. Leurs 
projections verticales sont les contacts des tangentes menées à la 
projection verticale de cette méridienne parallèlement à la pro- 
jection verticale de la droite donnée, et ils limitent la partie vi- 
sible sur plan vertical de la courbe que Ton construit ; 

3^ Les points limites o, 6, situés sur la méridienne Mi dont le 
plan est parallèle à la direction donnée. On obtient ces points en 
supposant que le méridien Mi tourne autour de Taxe de la sur- 
face jusqu'à ce qu'il se confonde avec le méridien principal ; la 
droite D' parallèle à D, coupant Taxe, occupe alors la position jsra. 
On détermine les contacts des tangentes menées à la projection 
verticale de la méridienneprincipale,parallèlemcntàcette droite 
fjer, va. On ramène ensuite ces points dans le méridien Mi par 
une rotation inverse. 
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4** On construit ensuite les points situés sur autant de paral- 
lèles qu'on le juge convenable. 



544. Déterminer les deux poitits situés sur une génératrice 
donnée de la courbe de contact du cylindre enveloppe d'un ellipsoïde 
à trois axes, parallèle à Taxe droite donnée. 

Fig. 463. On construit le cône enveloppe à Tcllipsoïde donné, 
suivant la génératrice donnée jpg; on détermine les génératrices 
de contact des plans tangents à ce cône auxiliaire et parallèles à 
la droite donnée D (536.) Les points où ces droites traversent la 
génératrice donnée sont les points demandés,!, 2. 

545. Pour obtenir les deux points situés sur la génératrice 
principale, on mène à la projection horizontale de cette courbe 
les tangentes parallèles à la projection horizontale de la droite 
donnée; les contacts de ces tangentes sont les projections horizon- 
tales de ces points (535, &.). 

546. La droite AMi passe par le milieu de ce' ; les deux trian- 
gles ovc\ ol2 sont semblables puisque l'on a oc : ol=oc' : o2, 
comme rayons homologues de deux ellipses semblables ; consé- 
quemmont la droite AMi passe aussi par le milieu de la droite 1,2. 
Celle-ci est parallèle au plan horizontal, et le plan diamétral Mi 
est perpendiculaire à ce même plan horizontal ; Aoncl^plan dia- 
métral vertical parallèie à la direction donnée passe par les milieux 
des cordes joignant chacune deux points situés sur une même géné- 
ratrice de la courbe de contact du cylindre enveloppe parallèle à 
cette direction. 

547. Pour que le problème soit possible, il faut que la paral- 
lèle menée à la droite donnée par le sommet du cône enveloppe 
suivant la génératrice donnée soit en dehors de ce côoe ou au 
moins sur sa surface. 

Le plan Mi passant par Taxe vertical de Tellipsoïde et parai- 
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lèle à la droite D coupe celle surface suivant une ellipse bac 
(fig. 461). Soit as la tangente à cette courbe, parallèle à D, la 
génératrice passant par le point a n'aura qu'un point de la courbe 
de contact du cylindre enveloppe parallèle à D, le point a lui- 
même. La génératrice passant par le point b en aura deux, mais 
celle qui passe par le point c n'en aura pas; donc les points de la 
courbe de contact du cylindre enveloppe parallèle à une droite I), 
situes dans le plan diamétral vertical parallèle à cette droite^ sont 
les points limites de cette courbe^ et les génératrices passant par ces 
points séparent celles qui portent deux points de cette courbe de 
celles qui n'en portent pas. 



548. Construire la ccurbe de contact du cylindre enveloppe à un 
dlipsoïde à trois axes et parallèle à une droite donnée D. 

Fig. 461. On construit : 1% les points 1,2 situés sur la géné- 
ratrice principale, et qui ont pour projections horizontales les 
contacts des tangentes menées à la projection horizontale de celte 
courbe parallèlement à la projeclion horizontale de la droite 
donnée. Ces points séparent la partie de la courbe à construire, 
visible sur plan horizontal de celle qui ne Test pas; 2% les points 
3,4 situés sur !a directrice, ayant pour projections verticales les 
tangentes à la projection verticale de cette directrice, parallèles 
à vD, et limitant la partie de la courbe que Ton construit visible 
sur plan vertical; 3% les points 5, 6, situés dans le plan diamétral 
vertical Mi parallèle à la droile D. Ce plan coupe Tellipsoïde sui- 
vant une ellipse dont la projection verticale est une autre ellipse 
ayant pour grand axe ab et pour demi-petit axe ovn. Les points o,6 
ont pour projections verticales les contacts des tangentes à 
celle dernière ellipse, parallèles à vj), 4**, Puisque le plan 
Ml pa5se par les milieux des cordes parallèles à 3, 6, les 
deux diamètres 1, 2 et 5, 6 de la courbe de conlact dont 
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on s'occupe sont conjugués, et chacun des points 3, 4 peut en 
fournir immédiatement trois autres, ce qui est suffisant pour 
construire la courbe demandée. 



tMiO. Les problèmes analogues aux précédents et à ceux des 
n^ 551 et 532, relatifs aux deux hyperboloïdes et au paraboloïdc 
elliptique seraient résolus absolument par les mêmes construc- 
tions. Les élèves peuvent s'exercer à les résoudre. 



§ 4. Plans tangents perpendiculaires à un plan donné. 

5ftO. Tout plan perpendiculaire à un second plan étant pa- 
rallèle à toute droite perpendiculaire au dernier plan, mener un 
plan tangent perpendiculaire à un plan donné revient à mener 
un plan tangent parallèle à une droite donnée : toute perpendi- 
culaire au plan donné. 

§ 5. Plans tangents passant par une droite donnée. 

551. Quand la surface n*est pas développable, les plans (|ui 
lui sont tangents et qui passent par une droite donnée sont déter- 
minés, car si Ton fait tourner autour de cette droite un plan qui 
la contient, ce plan balayera tout l'espace, il y aura souvent deux 
positions séparant celles qui coupent la surface de celles qui i;c 
la coupent pas el l'on sait que ces positions limiles sont des plans 
tangents. 

Mais si la surface est développable, en général, le problème 
est impossible, car il faut que la droite donnée et une géné- 
ratrice de la surface soient dans un même plan et que celui-ci 
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soit tangent, ce qui, en général, tn'est pas, puisque de tous 
les plans passant par une génératrice d'une surface dévelop- 
pable, il n*y en a qu'un qui soit tangent à cette surface. 



551B. Dderminer les contacts des plans tangents à une sur- 
face s, passant par une droite donnée D. 

On construit les courbes de contact des cônes enveloppes ayant 
pour sommets deux points $ et ;? de la droite donnée, ou bien on 
construit la courbe de contact d'un de ces cônes et celle du cv- 
lindre enveloppe parallèle à la droite donnée ; los points où se 
coupent ces deux courbes sont les solutions de la question, car 
les plans tangents en ces points contiennent les sommets des 
cônes enveloppes et par suite la droite donnée. 

553. Cette solution est laborieuse, mais elle se simplifie con- 
ëdérablement lorsqu'il s'agit d'une sphère ou d'une autre sur- 
face du second degré. 

Le rayon aboutissant au point de contact d'un plan tangent à 
une sphère est perpendiculaire à ce plan; consê<|uemment le plan 
du grand cercle passant par les contacts des d('ux plans tangents 
à cette sphère et pas3ant par une droite D est [)erpendiculaire à 
oes plans tangents et par suite à leur intersection qui est cette 
droite. De plus il coupe ces plans tangents suivant des tangentes 
en leurs contacts à ce grand cercle et allant se couper au point 
où ce plan coupe la droite D. Conséquemmenl pour déterminer 
les contacts des plans tangents à une sphère et passant par une 
droite D, on mène le plan du grand cercle perpendiculaire à cette 
droite, et par le point où il coupe cette droite on mène les tangentes 
à ce grand cercle, leurs contais sof^ les points demandés. 

Dans la fig. 465, la droite D est parallèle au plan vertical, et 
pour mener les tangentes au grand cercle d >iit le plan est per- 
pendiculaire à cette droite, on a fait tourner en plan autour d'un 
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axe passant par le centre de la sphère et perpendiculaire au 
plan y, jusqu'à ce quMl soit parallèle au H. La construction n'est 
indiquée complètement que pour un des points de contact. 

Quand il s*agit d'une surface du second degré, on coupe la 
surface et la droite donnée par le plan diamétral conjugué du 
diamètre parallèle à cette droite ; par le point où ce plan coupe 
cette droite, on mène les tangentes à la section qu'il détermine, et 
les points de contact de ces tangentes sont les points demandés. 



§ 6. Flans tangents parallèles à un plan donné. 

554. Quand une surface est développable, elle ne possède 
pas, en général, de plan tangent parallèle à un plan donné quel- 
conque ; car, pour en posséder un, il faudrait que la surface pos- 
sédât une génératrice parallèle à ce plan quelconque et que le 
plan tangent le long de cette génératrice fût parallèle au plan 
donné. Or, de tous les plans passant par une génératrice d'une 
surface développable, il n'y en a qu'un qui soit tangent à cette 
surface; donc, en général, ce plan tangent neserait pas parallèle 
à un autre plan, celui-ci fut-il parallèle à cette génératrice. 

Mais lorsque la surface n'est pas développable, elle contient 
presque toujours au moins un plan tangent parallèle à un plan 
donné. Ainsi, pour une sphère, les plans tangents aux extrémités 
du diamètre perpendiculaire à un plan n sont parallèles à ce 
dernier. 

Pour une surface de révolution, les plans tangents ayant leurs 
contacts sur la méridienne dont le plan est perpendiculaire à un 
plan n,ct, aux points de contact des tangentes à cette méridienne, 
parallèles à rinterscction du plan n avec le plan de cette méri- 
dienne, sont encore parallèles à n. 

Enfin, les plans tangents aux extrémités du diamètre conjugué 
du plan diamétral parallèle à un plan n d'une surface du second 
degré sont aussi parallèles an. 

15 
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§ 7. Plans tangents à denx snrfaces. 

555. Quand deux surfaces sont développables, pour qu*elles 
eussent un plan tangent commun, il faudrait qu'une génératrice 
de Fune et une de l'autre fussent dans un même plan et que ce 
plan fût tangent le long de chacune de ces génératrices^ ce qui 
en général n'est pas. 

Quand Tune d'elles est développable et l'autre quelconque, le 
problème est déterminé en général, car si l'on fait rouler un 
plan sur la première, à laquelle il soit toujours tangent, ce plan 
balaie en général tout l'espace et il y a des limites entre les posi- 
tions où il coupe la deuxième et celles où il ne la coupe pas. 

Quand les deux surfaces ne sont pas développables, comme 
deux sphères, elles admettent en général deux séries de plans 
tangents communs, Tune que l'on obtient en faisant rouler un 
plan sur les deux surfaces qu'il touche d'un même côté, et 
l'autre en faisant rouler sur elles un second plan qui les touche 
l'une d'un de ses côtés et l'autre de l'autre. 



556. Déterminer les génératrices de contact des plans tangents 
à deux surfaces cylindriques dont les génératrices de Vune sont 
parallèles aux génératrices de Vautre^ ou à deux surfaces coniques 
ayant le même sommet. - 

Fig. 466. On mèoe les tangentes communes aux deux bases, 
et leurs contacts sont les traces horizontales des ^génératrices 
demandées. 

Quand les bases sont en dehors l'une de l'autre il y a quatre 
solutions ; quand elles sont tangentes extérieurement, il y en a 
trois ; si elles se coupent, il n'y en a que deux ; il y en a une seule- 
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ment si ces bases sont tangentes intériearement, et enfin le pro- 
blème est impossible quand une des bases est dans l'autre. 



559. Déterminer les génératrices de contact des plans tangents 
à deux surfaces cylindriques ayant même base. 

Fig. 467. Ce sont les génératrices passant par les contacts 
des tangentes menées à la base parallèlement à la trace horizon- 
tale d'un plan parallèle aux génératrices des deux surfaces don- 
nées. 



558. Déterminer les génératrices de contact des plans tangents 
à deux surfaces coniques de même base. 

Fig. 468. Ce sont les génératrices passant par les contacts des 
tangentes menées à la base par la trace horizontale, a, de la 
droite passant par les somnfiets de ces surfaces. 



559. Mener les plans tangents à une surface cylindrique et une 
surface de révolution données. 

On construit le cylindre enveloppe à la surface de révolution, 
ayant ses génératrices parallèles à celles de la surface cylindri- 
que donnée, et Ton mène les plans tangents à ces deux surfaces 
cylindriques (556). 



500. Mener les plans tangents à une surface cylindrique et une 
surface du second degré données. 
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La marche à suivre est la même que poar le problème pré- 
cédent. 



ft61. Mener les plans tangents à une surface conique et une 
surface de révolution ou du second degré données. 

On construit le cône enveloppe à la surface non développable 
donnée, et ayant le même sommet que la surface conique donnée 
et Ton mène les plans tangents à ces deux surfaces coniques. 



601B. Construire les cônes enveloppes à deux sphères données. 

Fig. 469. On prend un des plans de projection passant par les 
centres des deux sphères. On mène les tangentes communes aux 
deux cercles suivant lesquelles ces sphères sont coupées par ce 
plan ; ces tangentes sont les génératrices situées dans ce plan des 
deux cônes enveloppes demandés, cônes qui sont de révolu- 
tion et qui ont pour axes la droite passant par les centres des 
deux sphères. ' 



S 8. Plans tangents faisant des angles donnés avec nn plan 

donné. 

563. Tous les plans tangents à une surface conique de 
révolution font le même angle avec un plan perpendiculaire à 
Taxe de cette surface. Cet angle est le complément de celui que 
les génératrices font avec Taxe. 

504. Lorsqu'une surface cylindrique a ses génératrices obli- 
ques à un plan, les angles formés avec ce plan par les plans tan- 
gents à celte surface sont compris entre un droit et l'angle des 
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génératrices avec ce plan, de sorte que, si l'on donne un angle 
compris entre ces limites, il n'y a qu'un ou deux plans tangents 
satisraisant à la condition de faire cet angle avec le plan donné. 

565. Avec un plan ne faisant pas le même angle avec toutes 
les génératrices d'une surface conique, Tangle d'un plan tangent 
à cette surface est compris entre un droit et l'angle formé avec 
ce plan par la génératrice la plus inclinée. 

566. Pour une surface non développable, il y a une série 
indéfinie de plans tangents faisant le même angle avec un plan 
donné, car si l'on mène un cône de révolution dont les généra- 
trices fassent cet angle avec ce plan, chaque plan tangent à ce 
cône pourra, en général, marcher parallèlement à lui-même jus- 
qu'à ce qu'il coupe la surface donnée, et il y aura une limite entre 
les positions où il la coupe et celles où il n'en est pas ainsi. 



567. Construire le cône de révolution ayant pour sommet un 
point donné et dont les génératrices fassent un angle donné avec 
le plan horizontal. 

Fig. 470. Par la projection verticale du sommet donné, on 
mène les droites faisant l'angle donné avec la ligne de terre, et 
l'on a les projections verticales des génératrices principales du 
cône demandé, dont la base est la circonférence ayant pour 
centre la projection horizontale du sommet donné, et passant par 
les traces horizontales des génératrices déjà construites. 



568. Mener à une surface cylindrique les plans tangents faisant 
un angle donné avec le plan h(frizontàl. 
Fig. 470. On construit un cône 5, dont les génératrices fassent 
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Tangle donné avec le plan horizontal. On mène à ce cône les 
plans angenls e, n, parallèles aux génératrices de la sarface 
cylindrique donnée (o36). En menant à ia base de la surface 
donnée les tangentes parallèles aux traces horizontales de ces 
plans tangents auxiliaires, on a les traces horizontales des plans 
demandés, qui peuvent être au nombre de quatre ou de deux. 



569. Mener les plans tangents à une surface conique donnée j 
faisant des angles donnés avec le plan horizontal. 

Fig. 471. On construit le cône ayant même sommet que la 
surface donnée et dont les génératrices font l'angle donné avec 
le plan horizontal. Les plans tangents communs à ces deux cônes 
sont les plans demandés. 



570. Construire les contacts situés sur une méridienne 3!une 
surfa4X de révolution donnée des plans tangents faisant un angle 
donné avec le plan horizontal. 

On mène à la méridienne principale les tangentes faisant 
Tangle donné avec la ligne de terre ; on a ainsi les génératrices 
principales de deux cônes enveloppes dont les plans tangents 
font l'angle donné avec le plan horizontal. Les points où leurs 
parallèles de contact traversent la méridienne donnée, sont les 
contacts demandés. 



DES 



INTERSECTIONS DE SUBFACES. 



PROCÉDÉ OÉNÉBAL. 

571. L'intersection de deux surfaces est Tensemble des points 
communs à ces deux surfaces. La recherche de ces points repose 
sur le principe suivant : Les points communs attx intersections de 
deux surfaces avec une troisième font partie de Vintersectûm des 
deux premières surfaces. 

Soient Y l'intersection de deux surfaces i et 2"; Y' celle de 2' et 
de 2", et m un point commun à Y et à Y' ; ce point est commun 
à ces trois surfaces et se trouve sur Tintersection de deux quel- 
conques d'entre elles. 

Comme conséquence de ce principe, on est conduit à la mar- 
che suivante pour trouver un point de l'intersection de deux sur- 
faces : Coupez les deux surfaces données par une troisième; déter" 
minez les intersections Y, Y' de cette troisième avec chacune des 
premières ; chacun des points communs à Y et Y' est un point de 
Vintersection demandée. 

Celte marche serait absurde si les intersections de la surface 
auxiliaire avec les surfaces données étaient aussi difficiles à con- 
struire que celle que Ton cherche; mais il n'en est pas ainsi, car 
la surface auxiliaire étant arbitraire, et chaque espèce de surfaces 
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admettant, d'après sa^nature et comme on Ta déjà vu, des inter- 
sections connues à priori^ il est toujours permis de choisir cette 
surface de manière que ses^ intersections avec les surfaces don« 
nées soient connues, faciles à construire et même quelquefois 
construites, et le procédé général peut être développé de la ma- 
nière suivante : 

Pour construire Vintersection de deux surfaces^ coupez-Us par 
une troisième^ choisie de telle manière que son intersection avec cha* 
cune des deux premières soit connue à priori^ facile à construire^ 
si pas déjà construite; chacun des points oà se coupent les deux 
intersections obtenues appartient à Vintersection demandée. Répétez 
cette construction autant de fois qiCil est nécessaire pour avoir un 
nombre de points permettant de construire facilement et exactement 
la courbe demandée. 

ft7SK. Comme pour la construction des courbes de contact des 
cônes et des cylindres enveloppes, il faut procéder avec ordre, 
afin de ne pas tomber dans la confusion et de ne pas faire de 
constructions inutiles et nuisibles. On cherche donc d'abord les 
points situés sur les concours apparents des surfaces, ensuite les 
points situés dans les plans de projection ; on continue par les 
points limites et l'on termine par des points quelconques. C'est 
surtout la position des surfaces auxiliaires limites qu'il importe 
de bien fixer, afin de ne pas s'exposer à des constructions qui ne 
conduiraient à aucun résultat. 

On numérote au crayon tendre les surfaces auxiliaires em- 
ployées, et l'on donne le même numéro à tous les points età toutes 
les lignes correspondant à une même surface auxiliaire. Quand 
l'épure est achevée, on fait disparaître tous ces numéros. 



Tangente en nn point de l'intersection de deux surfaces. 

ftVS. Méthode des plans tangents. Le plan tangent en un 
point d'une surface contenant toutes les tangentes en ce poin 
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aux courbes passant par ce point sur cette surface, la tangente 
en un point m de l'intersection de deux surfaces z, 2', se trouve 
dans le plan e tangent en m à 2 et dans le plan e' tangent en ce 
même point à 2' ; c'est donc l'intersection de ces plans; donc : 

"Pour construire la tangente en un point m à Tintersection de 
deux surfaces 2, z', menez les plans e, e', tangents en ce points 
Vun à z, TatUre à i\ puis construises Vintersection de ces plans. 

On ne construit que les traces horizontales de ces plans, car on 
a déjà un point de leur intersection, le point m, et il suffit du 
point où se coupent ces traces horizontales pour construire celte 
intersection. 

574. Quand l'une des surfaces données z est plane, il suffit 
de construire le plan tangent en m à z', la tangente demandée 
devant se trouver dans le plan z. 

575. Méthode des normales. La normale en un point d'une 
surface est perpendiculaire aux tangentes en ce point aux cour- 
bes qui y passent sur la surface; conséquemment les normales en 
m à z, z' sont perpendiculaires à la tangente demandée ; celle-ci 
est donc perpendiculaire au plan de ces normales; de là un se- 
cond procédé : Menée le plan passant par les normales en m 
àietz', et par ce point menez la perpendiculaire à ce plan; c'est 
la tangente demandée. 
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^«« K9^ 



DES SECTIONS PLANES, 



Iiitersection d'une surface cylindrique ayec un plan. 

576. Tout plan parallèle aux génératrices d'une surface cy- 
lindrique ne peut couper cette surface qae suivant une ou plu- 
sieurs génératrices ; donc : 

Tovi^r trouver un^int de V intersection 3! une surface cylindrique 
avec un plan ^ on coupe ces deux surfaces par un plan parallèle aux 
génératrices de cette surface ; les points où les génératrices situées 
dans ce plan coupent Vintersection de ce plan avec le plan sécant 
sont des solutions de la question. 

Dans la fig. 472, type de ce problème, on a pris pour surface 
auxiliaire le plan projetant chaque génératrice sur plan horizon- 
tal. La droite T est la tangente en m à Tintersection du plan z 
avec 2'. 

Dans la fig. 473, le plan sécant est perpendiculaire au plan 
vertical, de sorte que les projections verticales des points de Tin- 
tersection sont les points où les projections verticales des géné- 
ratrices coupent la trace verticale du plan sécant. On sait que le 
cylindre étant de révolution, la section est une ellipse. Pour ra- 
battre cette section et pour toutes les opérations subséquentes, la 
base, qui est en même temps une section droite, a été divisée en 
douze parties égales, de manière à avoir deux points de division 
sur une perpendiculaire et sur une parallèle & la ligne de terre. 

Dans la fig. 475, le cylindre est encore de révolution et droit, 
le plan sécant oblique au plan vertical ; on a encore partagé la 
base en douze parties égales, et l'on s*est arrangé de manière à 
avoir deux points de division sur une perpendiculaire à la ligne 
de terre et deux sur une perpendiculaire à hi. Les droites 1,11, 
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2,10, etc., sont les traces horizontales des plans auxiliaires qui 
sont perpendiculaires au plan horizontal et parallèles à hi. 

La figure 474 est le développement et la transformée des inter- 
sections correspondant aux figures 473 et 475. Pour saisir la 
liaison qui existe entre ces trois figures, le lecteur fera bien de 
relire ou de répéter le n^ 432. 

Dans la figure 476, le demi-cylindre représenté est encore de 
révolution. L'axe est perpendiculaire au plan vertical. 

Le plan sécant est représenté par sa trace horizontale et sic 
trace verticale prime, le second plan vertical étant perpendicu- 
laire au plan sécant. Les plans auxiliaires sont parallèles au plan 
horizontal et passent par les points partageant la base verticale 
en six parties égales. Cette épure, où la section est rabattue et 
transformée, se présente dans Touverture en plein cintre prati- 
quée dans un mur en biais et en talus. 



517. Construire la section droite cPun cylindre oblique^ déve^- 
lopper ce cylindre et transformer sa base. 

Fig. 477. Pour plus de régularité, la base est un cercle, mais 
ce pourrait être une autre courbe. On prend le plan vertical pa- 
rallèle aux génératrices. Alors, non-seulement les portions de 
génératrices comprises entre la section droite et la base se trou- 
vent en grandeur réelle sur le plan vertical, mais encore le plan 
de cette section droite est perpendiculaire au plan vertical, de 
sorte queies/projections verticales des points de la section droite 
sont les P)inff où la trace verticale de ce plan coupe les projec- 
tions verticales des génératrices. 

Â la rigueur, il n'est pas nécessaire de construire la projection 
horizontale de la section. Pour rectifier celte section, on doit se 
rappeler que les deux arcs d'une ellipse, interceptés par deux 
droites parallèles à un des axes, sontégaux. Ainsi, dans l'exemple 
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placé sous les yeux, les arcs 1,12 ; 11,12 ; 5,6 ; 6,7 sont 
égaux. Il en est de même des arcs 1,2; 4,S; 7,8 et 10,11, et 
enfin des quatre autres 2,3 ; 3,4 ; 8,9 et 9,10. 

La figure 478 contient le développement de la portion limitée 
par la section droite et la base. 



578.' Intersection éTune droite avec une surface cyUnirique. 

Fig. 479. On construit la trace horizontale d*un plan passant 
par cette droite et parallèle aux génératrices de la surface donnée. 
Ce plan coupe ordinairement cette surface suivant deux généra- 
trices qui coupent la droite donnée aux points demandés. 



ft YO. Intersection cCune courbe C avec un plan. 

Fig. 480. On construit Tinterseclion de ce plan avec le plan 
projetant cette courbe sur horizontal ; le point où cette intersec- 
tion coupe la courbe donnée est le point cherché. 



— 237 — 



INTERSECTION D^UNE SURFACE CONIQUE AVEC UN PLAN. 

580. Quand la surface conique est quelconque, comme dans 
la figure type 481, on prend pour surface auxiliaire les plans 
projetant les génératrices sur horizontal ou vertical. 

Fig. 482. Le cône est de révolution, Taxe perpendiculaire au 
plan horizontal, de sorte que la base est une section sphérique. 
Le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical, de manière 
que les points ou les projections verticales des génératrices 
coupent la trace verticale du plan sécant sont les projections 
verticales des points de Tintersection cherchée situés sur ces 
génératrices. Pour trouver les projections horizontales des points 
2, 6, on coupe le cône par un plan horizontal passant par la pro- 
jection verticale de ces points. 

Fig. 483. Le cône est de révolution, le plan sécant oblique au 
plan vertical. On prend pour surfaces auxiliaires des plans pa- 
rallèles au plan horizontal. Ces plans coupent la surface conique 
suivant des circonférences et le plan sécant suivant des paral- 
lèles à sa trace horizontale. Pour déterminer le point limite n^ 4, 
on a construit Tintersection du plan sécant avec le plan projetant 
sur horizontal la génératrice n<> 4. 

La figure 484 est le développement et la transformée corres- 
pondant à chacune des figures 482 et 483. Pour avoir les lon- 
gueurs des portions de génératrices comprises entre le sommet 
et la section, on fait tourner ces génératrices autour de l'axe 
jusqu'à ce qu'elles soient parallèles au plan vertical. Le lecteur 
qui ne saisirait pas immédiatement les relations existant entre la 
première de ces figures et les dernières est prié de relire atten- 
tivement le no 459. 

Fig. 48S. Le plan sécant, perpendiculaire au plan vertical, 
est parallèle aux deux génératrices sa, sa', et la section est une 
hyperbole ayant pour sommets les points 3 et 6 (453). La nappe 
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sapérieure a été limitée par ud plan perpendicalaire à Taxe et 
situé à la même distance du sommet que le plan horizontal. L'in- 
térêt que présente cette intersection consiste dans la recherche 
des asymptotes. On sait que celles-ci sont des tangentes ayant 
leurs contacts à l'infini; ces contacts se trouvent donc sur les gé- 
nératrices de la surface conique perçant le plan sécant à l'infini, 
c'est-à-dire sur les génératrices sa^ sa' qui lui sont parallèles. 
Quelle quesoit la position du contactd'un plan tangent, la tangente 
en ce point à une courbe passant par ce point sur la surface tou- 
chéeestdansce plan; les asymptotes sont donc dans les plans tan- 
gents le long des génératrices sa, sa\ etconséquemment, pour 
les obtenir, on mène les traces horizontales ar, aV de ces plans 
tangents le long des génératrices sa, sa', et par les points r, r\ où 
ces traces coupent celle du plan sécant, on mène des parallèles 
à ces génératrices. Ces droites, qui sont les intersections du plan 
sécant avec ces plans tangents (VI, c), sont les asymptotes de 
l'intersection. 

Fig. 486. Le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical, 
parallèle au plan tangent le long de la génératrice sa et consé- 
quemraent parallèle à cette génératrice ; la section est une para- 
bole (454). Les surfaces auxiliaires sont des plans parallèles au 
plan horizontal. 

La parabole ayant deux points à Tinfini, on peut demander si 
elle a des asymptotes. Si elle en a, elles doivent être dans le 
plan sécant et dans le plan tangent le long de sa^ qui est censée 
percer le premier de ces plans à l'infini, en des points qui se- 
raient les contacts des asymptotes que l'on cherche ; ces asymp- 
totes devraient donc se trouver dans ces deux plans; mais comme 
ceux-ci sont parallèles entre eux, elles ne peuvent être construites 
et se trouvent à Tinfinf ou ces plans sont censés se couper. 



581. Connaissant les génératrices principales, sa, s&, cTun ç^ne 
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de révolution oblique au plan horizontal^ construire la hase de ce 
cône. 

Qaand un plan oblique à Taxe d'ane surface conique de révo- 
lution coupe toutes les génératrices de celte surface, Tinter 
section est une ellipse dont le grand axe est la partie comprise 
dans le cône de Tintersection du plan sécant avec le plan méri- 
dien qui lui est perpendiculaire, et dont les foyers sont les con- 
tacts du plai) sécant avec les sphères inscrites à la surface conique, 
auxquelles il est tangent. 

Fig. 487. La base demandée est une ellipse ayant pour 
grand axe la droite àb. Pour obtenir un des foyers et, par suite, le 
petit axe ed^ on mène la bissectrice de Tangle va^vs^vh ; on a la 
projection verticale de Taxe ; on mène ensuite la bissectrice de 
Tangle va^vb^vs^ et le point vo où se coupent ces deux bissec- 
trices est la projection verticale du centre d'une des sphères- 
tangentes au plan de la base et inscrite au cône; le point /*, projec- 
tion horizontale. du centre de cette sphère, est en même temps 
le contact de cette sphère avec le plan horizontal et, par suite^ un 
des foyers de la base demandée; au moyen de ce foyer, on peut 
construire le petit axe cd et, par suite, la base elle-même. 



589. Intersection d*une droite avec une surface conique. 

Fig. 488. Pour trouver l'intersection d'une droite D avec une 
surface conique, on construit la trace horizontale du plan s pas- 
sant par cette droite et te sommet de cette surface ; les deux gé- 
nératrices communes à ce plan et à cette surface coupent la 
droite D en deux points x, y, qui constituent l'intersection de- 
mandée. 
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583. Couper une droite donnée par une autre droite passant 
par le point donné et faisant un angle donné avec le plan hori- 
zontal. 

Od construit an cône ayant pour sommet le point donné et 
dont les génératrices fassent Tangle donné avec le plan hori- 
zontal (567); on détermine les points où la droite donnée perce 
ce cône; les génératrices de celui-ci, passant par ces points, 
sont deux droites, solution du problème. 



i 
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INTERSECTION D'UNE SURFACE DE RÉVOLUTION AVEC 

UN PLAN. 

*84l. Pour construire l'intersection d'une surface de révolu- 
tion avec un plan, on emploie comme surfaces auxiliaires des 
plans perpendiculaires à l'axe ou passant par cet axe. 

On construit : l"" les points situés sur l'équateur ou le cercle 
de gorge; ^ les points situés sur la méridienne principale et lo 
contour apparent sur plan vertical, s'il y a lieu ; S"" les points 
situés sur la méridienne dont le plan est perpendiculaire au plan 
sécant et qui sont situés sur les parallèles limites de l'intersec- 
tion. Pour trouver ces points limites, on construit Tintersection 
du plan sécant avec le méridien qui lui est perpendiculaire. On 
suppose ensuite que ce méridien tourne autour de l'axe jusqu'à 
ce qu'il se confonde avec le méridien principal. On ramène dans 
le premier méridien les points ou la méridienne principale est 
coupée par Pintersection du plan sécant avec ce premier méri- 
dien, après le premier mouvement de rotation, et l'on a les points 
limites dans leur vraie position; 4'' les points situés sur quelques 
parallèles. 

Fig. 489. Le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical. 
Les points limites 1, 8 se confondent avec les points situés sur 
la méridienne principale. Pour obtenir la tangente au point 2 de 
l'intersection, on a construit la trace horizontale du plan e tan- 
gent en ce point à la surface. 

Fig. 490. Le plan z est oblique au plan vertical, vafvzesi la 
position occupée par l'intersection du plan sécant avec le méri- 
dien qui lui est perpendiculaire, lorsque ce méridien se confond 
avec le principal. Les deux points de l'intersection situés sur un 
même parallèle étant symétriques relativement au méridien per- 
pendiculaire au plan sécant, les points 5 et 4 peuvent en fournir 

16 
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immédia temeDt deax autres, et cela sufCt pour constraire Tin- 
tersectioD. 

La fig. 491 présente un cas remarquable des sections planes 
du tore. Le plan sécant, qui est, pour plus de simplicité, perpen- 
diculaire au plan vertical, est tangent aux deux points a, b de la 
méridienne principale. 

L*épure est une preuve à j7os^mori que les plans satisfaisant 
à cette condition coupent le tore chacun suivant deux ellipses. 

585. Intersection cCune droite avec une surface de révolution. 

Fig. 489. On. construit Tinlersection de la surface avec le plan 
projetant la droite sur plan vertical. Les deux points :r, y, où 
cette intersection est coupée par cette droite, sont les points solu- 
tion de la question. 



Intersection d'un ellipsoïde avec un plan. 

586. Fig. 492. Pour construire l'intersection d*un ellipsoïde 
à trois axes avec un plan, on détermine: 1^ les points 1,2, situés 
sur la génératrice principale. Ce sont les points où cette généra- 
trice est traversée par l'intersection de son plan avec le plan 
sécant. On remarque tout de suite que le diamètre ab conjugué 
des cordes parallèles khi passe par le milieu de 1,2;2<» les 
points 5, 4, situés sur la directrice, et qui sont ceux où cette 
courbe est coupée par Tintersection de son plan avec le plan 
sécant ; o"" les points 5, 6, situés dans le plan diamétral conjugué 
des cordes parallèles à Aï . Ce plan diamétral coupe la surface 
donnée suivant une ellipse abcdj et le plan sécant suivant la 
droite aZ 4"" Les deux droites 12, 56 étant deux diamètres con- 
jugués de l'intersection, en général chacun des points 5 et 4 en 
fournit trois autres, et c'est plus que suffisant pour construire Tin- 
tersection demandée. 
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589. Intersection d'un ellipsoïde avec une droite. 

Pour trouver les points où une droite perce un ellipsoïde, on 
construit l'intersection de cette surface avec Tun des plans proje- 
tant cette droite, et les deux points où cette intersection est tra* 
versée par la droite donnée sont ceux que Ton cherchait. 
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INTERSECTION DE DEUX SURFACES COURBES. 



Intersection de deux surfaces cylindriques. 

. 588. Pour constraire l'intersectioD de deux surfaces cylin- 
driques, on emploie pour surfaces auxiliaires des plans parallèles 
aux génératrices des deux surfaces. 

Fig. 493. On commence par construire la trace horizontale 
d'un plan Z parallèle aux génératrices des deux surfaces. 

On coupe ensuite les bases des surfaces données par une pa- 
rallèle à AZ, c'est la trace horizontale d'un plan auxiliaire ; les 
génératrices suivant lesquelles ces surfaces sont coupées par ce 
plan sont celles qui ont pour traces horizontales les points a, a où 
leurs bases sont coupées par AZi. Pour mener la tangente an 
point m à l'intersection que l'on construit, aux points a, a on 
mène les tangentes aux bases ; ce sont les traces horizontales des 
plans dont cette tangente est l'intersection. 

589. Il importe de mener en premier lieu les plans limites de 
l'intersection, c'est-à-dire en dehors desquels il ne se trouve 
aucun point de cette courbe. Aussitôt que l'on a construit la trace 
horizontale du plan Z, on mène les tangentes aux bases paral- 
lèles à cette trace, et il peut se présenter trois cas, lorsque les 
bases sont des courbes fermées. 

i"" Fig. 494. Des deux tangentes à une même base, une seule 
coupe l'autre base ; dans ce cas, les plans Zi, Zs sont limites 
et donnent chacun deux points ; les autres plans auxiliaires, 
comme Z3, en donnent chacun, quatre; la courbe est continue, 
c*est-à-dire qu'on peut la parcourir entièrement en partant d'un 
point pour y revenir; on dit qu'alors les surfaces s'arrachent 
mutuellement. 
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2^ Fig. 495. Les deux tangentes à Tune des bases coupent 
Tautre. Les plans Z^, Z| sont encore les liniites et donnent 
chacun deux points de Tintersection ; les autres, comme Z|, en 
donnent chacun quatre. 

L'intersection se compose de deux courbes distinctes. Une des 
surfaces a toutes ses génératrices passant au travers de l'autre et 
il y a pénétration totale de cette surface dans l'autre. 

3^ Les tangentes sont communes aux deux bases. 

Naturellement les plans Zi, 1% sont encore limites et donnent 
chacun deux points; les autres en donnent chacun quatre. L'in- 
tersection se compose de deux courbes distinctes se coupant aux 
points situés dans les plans limites. Ici il y à pénétration totale et 
réciproque des deux surfaces. 

500. Dans ce dernier cas, si les deux cylindres sont de révo- 
lution, lelirs axes se coupent et les deux branches de l'intersec- 
tion seraient obtenues en coupant l'une ou l'autre de ces surfaces 
par les plans perpendiculaires au plan des axes et passant par 
les bissectrices des angles formés par ces axes. 

Fig. 497. Soient Â et B les axes des deux surfaces; prenons 
pour plan horizontal le plan de ces axes, et pour plans verticaux 
deux plans, l'un V, perpendiculaire à l'axe A, et l'autre V, perpen- 
diculaire à l'axe 6. En menant a/* perpendiculaire à Â eta^r per- 
pendiculaire à B, on forme deux triangles rectangles en f et en g 
ayant les côtés af et ag égaux comme diamètres de cylindres 
égaux, et les angles baf et dag égaux comme ayant leurs côtés 
respectivement perpendiculaires ; on en conclut que ab==^adi que 
la figure àbcd est un losange dont les diagonales sont perpendi- 
culaires entre elles, et les bissectrices des angles a,c, M ou des 
angles o*»o\ o^c formés par les axes A et B. 

Si l'on coupe ces deux cylindres par un plan H' parallèle au 
plan des axes, les traces verticale et verticale prime de ce plan 
seroi^t à la même dislance de AV et de AV et Ton aura mn=fniln' 
comme cordes de cercles égaux également distantes du centre. 
On en déduit facilement: 1<> que les triangles avl^ aup sont égaux. 
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ainsi qae les triangles tjsr^ tyd; 2® qae les figares cHqf^ trsd sowi 
des losanges, et 3® que toutes les projections horizontales des 
points de l'intersection se trouvent sur les diagonales oc, hd du 
losange àbcd. Conséquemment l'intersection se compose des 
deux ellipses que Ton obtiendrait en coupant Tun des cylindres 
donnés par les plans perpendiculaires au plan des axes A et B 
et passant par les deux droites ac et hd. 

Cette proposition est de la plus grande importance pour les 
artisans qui mettent en œuvre les tôles, le fer-blanc, le zinc, etc. 

501. Fig. 498. Les deux axes A, B sont dans le plan ho- 
rizontal et perpendiculaires entre eux. Les plans auxiliaires sont 
parallèles au plan horizontal et passent par les points partageant 
en six parties égales les bases verticales des demi-cylindres 
représentés, et que Ton peut considérer comme les intrados des 
. voûtes en berceau recouvrant deux galeries dont les axes sont 
perpendiculaires. On a rabatlq une des demi-ellipses constituant 
Tintersection. 

Fig. 499. Cette figure représente l'intersection de deux tuyaux 
cylindriques dont les axes sont perpendiculaires entre eux. Le 
plan vertical est parallèle au plan de ces axes, de manière que 
les deux plans contenant l'intersection qui se compose de deux 
ellipses lui sont perpendiculaires. Les plans auxiliaires sont ceux 
qui projettent sur horizontal les génératrices du tuyau horizontal. 
On a développé la moitié d'une des quatre branches limitées 
chacune à l'intersection. 

Il y a huit développements égaux à"celui qui est exécuté et 
qui suffirait pour l'exécution du tuyau. 

Fig. 500. Cette figure représente un petit cylindre vertical 
planté sur un cylindre horizontal. Le premier est ce qu'on 
appelle le dôme, et le second, le corps d'un générateur. Le lec- 
teur placera lui-même les notations sur la figure. 

Les opérations seraient absolument les mêmes si les axes 
des deux surfaces étaient obliques au lieu d'être perpendiculaires 
entre eux. 
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Intersection de deux surfaces coniques. 

50S. Tout plan passant par le son)niet d^une sarface conique 
coupant cette surface suivant une ou deux génératrices, on 
prend pour surfaces auxiliaires servant à construire Tintersection 
de deux surfaces coniques, des plans passant par les sommets de 
ces surfaces (fig. SOi). On mène donc une droite par les som- 
mets e^ $ des surfaces données. Toute droite passant par la trace 
horizontale a de cette droite auxiliaire peut être considérée 
comme la trace horizontale d'un plan passant par les som- 
mets JET, s. 

Les génératrices suivant lesquelles un de ces plans coupe les 
surfaces données sont celles qui passent par les points où la trace 
horizontale de ce plan coupe les bases de ces' surfaces, et le point 
où se coupent une des génératrices de Tune et une de celles de 
Tautre surface donnée, situées dans ce plan, comme le point m, 
appartient à l'intersection des deux surfaces. 

593. Mais tous les plans passant par les sommets des deux 
surfaces données ne les coupent pas ; il importe donc de déter- 
miner avant tout les plans limites. On mène donc par le point a, 
trace horizontale de la droite auxiliaire, les tangentes aux bases 
des surfaces données, surtout quand ces bases sont des courbes 
fermées, ce qui est le cas le plus fréquent. Trois cas peuvent en- 
core se présenter : 1** Une tangente à chaque base coupe l'autre, 
comme dans la fig. 502. Les plans Z| et Z^ sont les limites; ils 
donnent chacun deux points. L'intersection ne se compose que 
d'une seule courbe et il y a arrachement. 2** Fig. 503. Les tan- 
gentes à une base coupent Tautre. Ces tangentes sont encore les 
traces horizoniales des plans Zi, Zi, limites. Chacun de ces plans 
donne deux points ; l'intersection se compose de deux courbes 
distinctes et il y a pénétration totale de l'une des surfaces dans 
l'autre. S"" Fig. 504. Quand les tangentes sont communes aux 
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deux bases, elles sont encore les traces horizontales des plans 
limites. Chacun de ces plans ne fournit qu*un point qui est com- 
mun aux deux courbes distinctes constituant Tinterseclion et il 
y a pénétration réciproque des deux surfaces. 

594. La fig. 505 représente le cas le plus fréquent dans les 
applications. La droite passant par les sommets est parallèle au 
plan horizontal et les plans auxiliaires ont leurs traces horizon- 
tales parallèles à la ligne de terre, car on a pris pour plan yer- 
tical le plan des axes qui partage l'intersection en deux parties 
symétriques par rapport à lui. 11 suffit donc de construire une 
de ces parties, et Ton ne s'est occupé que de Tune des courbes 
constituant l'intersection de ces cônes, celui dont l'axe est obli- 
que au plan horizontal étant toujours limité à son entrée dans 
l'autre. 



Intersection d'un cylindre et d'an cône. 

595. Pour construire l'intersection d'une surface cylindrique 
avec une conique, on prend pour surfaces auxiliaires des plans 
passant par le sommet de la surface conique et parallèles aax 
génératrices de la surface cylindrique. On mène donc par le 
sommet de la surface conique une parallèle aux génératrices de 
la surface cylindrique ; toute droite passant par la trace horizon- 
tale, a, de cette droite auxiliaire peut être considérée comme la 
trace horizontale d'un plan auxiliaire. 

590. Pour déterminer les plans limites de l'intersection, 
on agit absolument comme on l'a indiqué au n^ 595, et les mêmes 
hypothèses fournissent les mêmes conclusions. 

597. La fig. 506 donne.la demi-intersection du cas le plus 
fréquent de ce problème. C'est l'épure du robinet. Les deux sur- 
faces sont de révolution. On a pris pour plan vertical le plan des 
axes, et, en employant un second plan vertical perpendiculaire à 
Taxe du cône, on a pu se passer des projections du sommet de 
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cette surface, chaque génératrice da côae étant déterminée par 
les points où elle coupe deux sections de cette surface. Les sur- 
faces auxiliaires employées sont les plans projetant sur horizon- 
tal les génératrices du cône. 

Pour avoir les plans limites, on mène les génératrices dont les 
projections horizontales sont tangentes à la base du cylindre. 

Le plan des axes coupe l'intersection comme les deux surfaces 
en deux parties qui sont symétriques relativement à lui. 
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INTERSECTION DE DEUX SURFACES DE RÉVOLUTION. 

598. L'intersection de deux surfaces de révolution présente 
trois cas : 1^ les axes sont parallèles; 2*" ils se coupent; S"" ils ne 
sont pas dans un même plan. Les deux premiers cas seulement 
présentent un intérêt pratique; le troisième ne pourrait être ré- 
solu qu'avec beaucoup de difficulté et les résultats ne présente- 
raient que très-peu d'exactitude. 

590. Quand les axes sont parallèles, on prend leur plan pour 
plan vertical. On emploie comme surfaces auxiliaires des plans 
parallèles au plan horizontal et les points limites sont ceux où se 
coupent les méridiennes situées dans le plan des axes. 

On ne construit, comme dans la fig. 507, qu'une des moitiés 
de l'intersection, les deux parties situées de part et d'autre du 
plan des axes étant symétriques par rapport à ce plan. 

La fig. 508 représente l'intersection d'une sphère avec un cy- 
lindre de révolution. On a pris le plan horizontal perpendicu- 
laire à l'axe du cylindre et le plan vertical perpendiculaire au 
plan passant par cet axe et le centre de la sphère. On a employé 
pour surfaces auxiliaires des plans parallèles au plan vertical. 
Tout plan mené par le centre d'une sphère, passant par les 
milieux des cordes qui lui sont perpendiculaires, il est facile de 
se convaincre que les deux parties de l'intersection d'une sphère 
avec une surface cylindrique, situées de part et d'autre du plan 
mené par le centre de cette sphère, perpendiculairement aux 
génératrices de cette surface cylindrique, sont symétriques par 
rapport à ce plan. 

La fig. 509 présente un exemple de l'intersection d'une sur- 
face conique de révolution avec une sphère. Le plan vertical est 
parallèle au plan passant par l'axe du cône et le centre de la 
sphère. On a employé comme surfaces auxiliaires des plans pa- 
rallèles au plan horizontal. Les points limites sont ceux où le 
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grand cercle parallèle au plan vertical est coupé par les généra- 
trices principales du cône. Pour éviter une trop grande confu- 
sion, la projection horizontale de la partie inférieure de Tinter- 
section n*a pas été tracée. 

OOO. Quand les axes des deux surfaces se coupent, on em- 
ploie comme surfaces auxiliaires des sphères ayant pour centre 
commun Tintersection de ces axes ; chacune d'elles coupe cha- 
que surface suivant un ou plusieurs parallèles. On prend, comme 
dans la fig. 510, pour plan vertical celui qui passe par les axes, 
et le plan horizontal perpendiculaire à l'un de ces axes. Alors 
les plans des parallèles sont perpendiculaires au plan vertical et 
Ton est dispensé de construire les projections horizontales de 
ceux dont le plan est oblique au plan horizontal, car on a les pro- 
jections de la corde commune à deux de ces parallèles se cou- 
pant et la projection horizontale de Tun d'eux. Les points 
limites sont encore ceux où se coupent les méridiennes situées 
dans le plan des axes, et les deux parties de l'intersection, 
situées de part et d'autre de ce plan, sont symétriques par rap- 
port à lui. 



Intersection d'une surface cylindrique avec une surface 

de révolution. 



601. Quand une surface cylindrique est quelconque, pour 
trouver un ou deux points de son intersection avec une surface 
de révolution, on emploie comme surface auxiliaire une deuxième 
surface cylindrique ayant pour directrice un des parallèles de 
la surface de révolution et ses génératrices parallèles à celles de 
la première. Ces deux surfaces cylindriques se coupent suivant 
une ou deux génératrices passant par les points où se coupent les 
bases de ces surfaces, et les points où ces génératrices traversent 
le parallèle choisi sont les points cherchés. 
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Ce problème et le suivant ne présentent aucun intérêt, aussi 
bien au point de vue théorique qu*au point de vue pratique. 



Intersection d'une surface conique avec une surface de 

révolution. 



602. On prend comme surfaces auxib'aires des surfaces coni- 
ques ayant même sommet que celle qui est donnée, et pour direc- 
trices, des parallèles de la surface de révolution. Chacune de ces 
surfaces auxiliaires coupe la surface conique donnée suivant une 
ou deux génératrices et la surface de révolution suivant sa direc- 
Irîce. 



Intersection de trois surfaces. 



603. L'intersection de trois surfaces se compose des points 
communs à ces surfaces. Ce sont les points où se coupent les 
intersections d'une de ces surfaces avec les deux autres. Ce pro- 
blème ne présente de l'intérêt que lorsqu'il s'agit de trois sphères, 
et cet exemple a été suffisamment développé au n"* 234. 



Couper trois courbes par une droite. 

604. Pour mener une droite coupant trois courbes données, 
on construit deux surfaces coniques ayant pour sommet commun 
un point de l'une de ces courbes et pour directrices les deux 
autres ; les génératrices communes à ces deux surfaces coupent 
ces trois courbes. 
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Couper deux eonrbes par ane parallèle à un plan donné. 

60tt. Pour mener une droite coupant deux courbes dpnnées 
et parallèle à un plan donné, on mène à celui-ci un plan paral- 
lèle; on construit les intersections des courbes données avec ce 
plan auxiliaire. Par un des points où il coupe Tune d'elles et un 
des points où il coupe l'autre, on mène une droite, et cette droite 
satisfait aux conditions données. 

La construction n'est simple que quand on a pris le plan donné 
pour l'un des plans de projection. 



— 854 — 



DES SURFACES GAUCHES. 



NOTIONS OÉNÉBALES. 

606. Lorsque deux génératrices successives d^une surface 
réglée ne sont pas dans un même plan, elles constituent une zone 
superficielle qui ne peut être appliquée sur un plan sans qu'on la 
déchire ou qu*on la replie sur elle-même. 

Fig. 511. Soient G et G' ces deux génératrices, etpq leur plus 
courte distance. Pour amener ces deux droites dans un même 
plan, il faut qu'on les fasse se couper ou qu*on les rende paral- 
lèles entre elles. 

Pour qu'elles se coupent, il faut amener un point de Tune sur 
un point de Taulre, comme le point q sur le point j?, ce qui ne peut 
avoir lieu sans plis. 

Pour les rendre parallèles, il faut qu'on amène tous les points 
de l'une à la même distance de l'autre; supposons qu'on les 
amène à la distance i?,^, tous les autres points devront se rappro- 
cher, ce qui occasionnera encore des plis. 

Veut-on les amener à la distance r5>pg, entre les points p,q^ 
il y aura déchirure, puisque ces points doivent s*écarter, et en 
dehors de rs il y aura encore des plis. Il y aura donc, dans tous 
les cas, au moins une duplicature. 

B07. Dans toute surface gauche, les plans tangents en des points 
différents d'une même génératrice sont distincts. 

Fig. 512. Soit G une génératrice d'un« surface gauche; il faut 
démontrer que les plans tangents aux points a et a' de cette géné- 
ratrice sont distincts. Soit G' la génératrice successive de G. 
CouDons la surface par deux plans P, P' perpendiculaires à G, 
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aux points a et a'. Soit C et C les deux courbes obtenues ; le plan 
tangent au point a contient la tangente atenak la courbe G, et 
le pian tangent en a' contient la tangente aV enaf k C; niais ces 
tangentes ne sont que les prolongements des éléments reclilignes 
de C et de C situés sur la zone gauche GG'; si ces deux tangentes 
se trouvaient dans un même plan, les deux génératrices G, G' s'y 
trouveraient également, puisque chacune d'elles y aurait deux 
points aaf et bb\ et la surface serait développable, ce qui est 
contre Thypothèse; conséquemment les deux plans a ai, oa'^' sont 
distincts. G. Q. F. D. 

B08. Tout plan tangent en un point cCune gmératrice cCune 
surface gauche coupe cette surface suivant cette génératrice et, en 
général^ suivant une deuxième ligne qui coupe cette génératrice. 

Les génératrices d'une surface gauche ne peuvent pas être 
parallèles entre elles, car alors la surface serait développable ; 
mais lorsque deux droites ne sont pas parallèles entre elles, tous 
les plans passant par Tune coupent l'autre, sauf un de ces plans, 
celui qui est parallèle à l'autre droite, et encore est-il censé la 
couper à l'infini ; tout plan passant par une génératrice d'une 
surface gauche coupe donc cette surface non-seulement sui>iant 
cette génératrice, mais encore,en général, suivant une deuxième 
ligne qui coupe cette génératrice, car les points où ce plan coupe 
les deux génératrices contiguës à celte première sont contigus 
et de part et d'autre de celle-ci. 

BOO. Tout plan passant par une génératrice d^une surface 
gauche est tangent au point où cette géné-atrice est coupée par 
la seconde branche suivant laquelle ce plan coupe cette swrface. 
En effet, ce plan contient la tangente à cette seconde branche au 
point où elle coupe la génératrice en question ; il est donc tan- 
gent en ce point et il ne peut l'être en un autre point. 

OlO. Lorsque le point de contact d'un plan passant par une 
génératrice d'une surface gauche se trouve à l'infini, on dit que 
ce plan est asymptote. 

611. Une droite assujettie à se mouvoir sur deux lignes n'au- 
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rait aacuDe de ses positions déterminées, car par un point de 
chacune et chaque point de l'autre on pourrait mener une droite 
qui remplirait la condition donnée; il faut donc ajouter une 
troisième condition pour que le mouvement de la droite mobile 
soit déterminé. Cette troisième condition peut être |une troisième 
ligne que la droite doit aussi couper ou un plan auquel elle 
doit rester parallèle. Tous les modes de génération des surfaces 
gauches peuvent donc être ramenés à deux : 

1* Faire marcher une droite sur trois lignes données C,C', C'\ 
et alors chaque position de la génératrice est déterminée par le 
moyen indiqué au n^ 604 ; 

2» Faire mouvoir une droite sur deux lignes C, C, de manière 
qu'elle soit constamment parallèle à un plan donné, et, dans ce 
cas, on construit chacune de ses positions comme l'indique le 
n<^605. 

OIS. Quand les trois directrices sont rectilignes, la surface 
engendrée est un hyperboioïde à une nappe, si ces directrices ne 
sont point parallèles à un même plan, et un paraboloïde hyper- 
bolique, si elles le sont. 

Ces deux surfaces présentent le plus grand intérêt, non-seule- 
ment au point de vue pratique, mais encore au point de vue théo- 
rique ; il importe donc de les étudier d'une manière spéciale. 



De rh7perl>oloIde à une nappe. 

613. Le lecteur est sans doute demeuré étonné en lisant que 
la surface engendrée par une droite se mouvant sur trois droites 
non situées dans un même plan deux à deux et non parallèles â 
un même plan est un hyperboioïde à une nappe, surface dont il 
a déjà une idée suffisante, puisqu'il en a vu la génération par une 
ellipse et une hyperbole auxn**' 493 et suivants ; cependant, il n'a 
qu'à construire la méridienne principale de la surface engendrée 
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par une droite tournant autour d'un axe avec lequel elle n'est 
pas dans un même plan ; il reconnaîtra à posteriori que cette 
méridienne est une hyperbole, et il est facile de prouver à 
jpriori qu'il devait en être ainsi. 

Fig. 515. Soit la droite G tournant autour de la droite A; 
a=pq^ la distance de ces droites non situées dans un même plan 
et faisant entre elles un angle cL=mqn. Prenons pour plan 
horizontal le plan poq^ contenant cette distance et perpendicu- 
laire à Â, et pour plan vertical, un des méridiens, opm, m étant 
un point de la méridienne correspondante. Rapportons cette 
méridienne aux deux axes ojp et A. I^s deux triangles mpq^pqo^ 
rectangles en p et en q^\ donnent : 

"Ô2)*=^«-fï^' /i>î='Wi> • colangi)wg, où 
x^=a''-\pq ; pq=y : colg « ; 
par suite a;*-=a«-j-y» : colg* a, 

faisant cotg «=5 : a, on obtient : 

^*=a*4-y* : — et enfin 

a* 

pour l'équation de la méridienne. Celle-ci est donc une hyp. r- 
bole dont l'axe réel=2a et l'axe imaginaire 2a cotg a. 

Si dans le plan mpq on mène la droite qm' faisant ausi^i 
Tangle a avec l'axe A, elle engendrera la même surface ; consé- 
quemment, Vhyperboloïde de révolution à une nappe peut être en- 
gendré de deux manières par wie droite tournant autour Sun axe. 

614. Nommons génératrices du système A les positions 
successives de la droite G, et génératrices du système B celles de 
G' (qm'). Chaque génératrice d'un système coupe toutes cellos 
de l'autre. Or le mouvement d'une droite est déterminé eu assu- 
jettissant cette droite à marcher sur trois autres qui- demeurent 
fixes ; on peut dons guider le mouvement do la génératrice G au 

17 
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moyen de trois génératrices du système B, ei celui de la généra- 
trice G' au moyen de trois génératrices du système A, de sorte 
que Vhyperboloïde de révolution à une nappe peut être engendré de 
deux manières par une droite marchant sur trois directrices rec- 
alignes. 

615. II en est de même de Thyperboloïde à une nappe quel- 
conque. 

Fig. 514. Prenons sur un hyperboloïde quelconque deux géné- 
ratrices PQ, P'Q', également distantes de Tellipse de gorge EF. 
Projetons celle-ci en ET sur le plan de la première; menons à 
Tellipse PQ une corde a&. tangente en (/ à ET'. Joignons le point 
a au point c de Tellipse dégorge, ayant pour projection c^j et le 
point c au point V de P'Q', ayant pour projection le point b ; 
menons ensuite cd parallèle à c'6. Les deux triangles oo'c, cdV 
sont égaux, car ils sont rectangles en c' et en d et ils ont 

ac''^c'b=^cd^ et c'c=bd'=^h'd. 

Les angles cac\ Vcd sont donc égaux et, par suite, les trois 
points a, c, V sont en ligne droite. La surface étant du second 
degré, cette droite ayant trois points communs avec cette surface 
doit se trouver entièrement sur elle. Pour chaque corde de PQ 
tangente à E'F', on trouvera par les mêmes constructions un<» 
droite située entièrement sur l'hyperboloïde ; conséquemment 
celui-ci peut être engendré par uns droite se mouvant sur les 
trois ellipses PQ, EF, P'Q'. Cette droite coupe toutes les généra- 
trices elliptiques de la surface en question ; il en résulte qu'elle 
peut être guidée par trois quelconques de ces génératrices. Au 
lieu de joindre les points a et c, (? et V^ on pouvait joindre h et c, 
c et a\ qui a pour projection le point a, et démontrer que les trois 
points &, c, a' sont en ligne droite et que cette droite est entière- 
ment sur l'hyperboloïde. On peut donc engendrer cette surface 
aussi bien en faisant marcher la droite hca que l'autre acV sur 
trois de ses génératrices elliptiques. Nommons génératrices du 
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système À les positions successives de acb\ et génératrices da 
système B celles debcc/. Chaque génératrice d'un système coupe 
toutes celles de l'autre système, mais on peut guider la marche 
des génératrices À au moyen de trois génératrices du système 
B, et la marche de celles-ci au moyen de trois génératrices du 
système A, de manière que Vhyperboloïde à une nappe peut être 
engendré de deux manières au moyen d^une droite se mouvant sur 
trois autres droites. 

OlO. Menons le diamètre cfo'g' de Tellipse ET' et la tangente 
au point ^, on aura g'm égale et parallèle à ac\ Construisons la 
génératrice mgn' du système B correspondant à la droite mn; les 
triangles mgg' et ace' sont rectangles en g' et c',les côtés gg\ ce 
sont égaux et parallèles entre eux; il en est de même de m/, et 
oc'; ces deux triangles sont donc égaux ; par suite, les angles 
gmg* et cac' le sont aussi et la droite mg est parallèle à ac; ainsi 
donc, chaque génératrice (f un système est parallèle à une de Vautre 
système. On pouvait prévoir cette conséquence, car une généra- 
trice du système A coupant toutes celles du système B, il en est 
certainement ui)e qu'elle ne coupe qu'à l'infini. 

617. Par le centre de Tellipse de gorge, qui est en même 
temps le centre de l'hyperboloîde, menons la droite parallèle à 
ac ; elle sera aussi parallèle à mg et passera par le milieu de am 
en un point j}. Toutes les droites menées de cette manière par le 
point constituent une surface conique qui ne touche l'hyperbo- 
loîde qu'à l'infini, car le point p ne sera sur l'arc am qu'à la 
limite. Cette surface est ce qu'on nomme le cône asymptote de 
l'hyperboloîde. Tout plan tangent à ce cône coupe l'hyperboloîde 
suivant deux droites parallèles entre elles et appartenant cha- 
cune à un des systèmes de génératrices; il passe par le centre 
de cet hyperboloîde et on le nomme plan asymptote. 

618. L'hyperboloîde est une surface gauche, car si deux 
génératrices d'un système étaient dans un même plan, toutes les 
génératrices de l'autre système seraient dans ce plan et la sur- 
face se réduirait à ce plan. Trois génératrices d'un même sys- 
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tcme ne sont pas parallèles à un même plan, car alors toutes celles 
de l'autre système seraient parallèles à ce plan etiecône asymptote 
se réduirait lui-même à un plan. 

619. On conçoit maintenant que Thyperboloïde à une nappe 
peut être engendré par une droite marchant sur trois droites non 
situées dans un même plan deux à deux et non parallèles à un 
même plan, et nous allons démontrer que toute droite se mou- 
vant dans ces conditions engendre un hyperboloïde à une nappe. 
Nous démontrerons: 1^ que la surface est du second degré; 
2* qu'elle est continue, et 5» douée d'un centre. 

020. Soient les trois directrices A, A', A'' (fig. 515) et les 
génératrices B, B', B", B'". Par un point c de B on peut toujours 
mener une droite cfo^ qui coupe B' et B" (139). Cette droite 
coupe toute autre génératrice B'" du système B. En effet, quand 
les côtés opposés d^un quadrilatère gauche sont coupés par deux 
transversales situées dans un même plan, le produit de quatre 
segments non adjacents est égal au produit des quatre autres (*) ; 
conséquemment : 

1® Puisque A'" coupe B', le quadrilatère gauche adnq donne : 

«cX«^XwoX2A=^*X2oXw^Xcd. (1) 

(*) Voici, pour ceux qui ne la connaissent pas, la démonstration de cette proposition ; 
D'abord, soit le tri.ingle abc (fig. 516) et la transversale def\ menant ci/ parallèle ù dfy on a 

ad : gd^aj : cj 
et gd : bd=ce : be^ et» par suite, 

Fig. 517. Soit le quadrilatère gauche abcd et les deux transversales eg^ hfse coupant, le 
plan de ces transversales coupe le plan abd suivant eh, le plan bcd suivant/^, et les deux 
droites eh^fg coupent bd, intersection des plans abd^ bcd, en un même point s, ou lui sont 
parallèles; dans le premier cas. les deux triangles abd^ bcd et les transversales eAf, ///« 
donnent : 

aeXbsX^h^ûhXdsXbe ; 

^ bfXcgXdi=J>sXdgXef ; 

d*oii Ion tire 

aexbfxc§xdh=ahxdgxcjvbe. G Q.P.D. 

La démonstration est très-facile quand eh est parallèle kjg et, par suite, à bd. Lelect ur 
trouvera aussi facilement la dé Jionstration de ia proposition réciproque. 
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^ A' caupe B', par suite : 

aAX2PXncX&*=û*XdfiXwjpX2A. (2) 

5° A' coupe B'" et Ton peut poser ; 

Multipliant membre à membre, (1), (2), (5), et simplifiant, 
on obtient : 



acy,dmy,noy,qi=aiyiqpy,mny,cd. 



Mais lorsque deux transversales coupent les côtés opposés d'un 
quadrilatère gauche^ de manière que le produit de quatre 
segments non adjacents égale le produit (les quatre autres, ces 
transversales se coupent ; donc A'" coupe B'" et toutes les autres 
génératrices du système B. II est donc impossible qu'une droite 
ait trois points communs avec la surface sans s'y trouver entière- 
ment; cette surface est donc du second degré. 

Elle est continue, car chaque génératrice d'un système est con- 
tiguë à deux génératrices du même système et situées de part 
et d'autre. 

Pour démontrer qu'elle possède un centre : 

Fig. 518. Soient A, A', À" les trois directrices; 

Par A' on mène un plan hcgf parallèle à A ; 



A" » 


> cghd > 


A; 


A > 


» adhe > 


A'; 


A" » 


» hefg » 


A'; 


A > 


> abfe > 


A"; 


A' » 


> àbed » 


A"; 



L'intersection des deux premiers, cg, coupe A' et A" et est 
parallèle à A ; c'est une première génératrice B. 
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Celle des deax plans parallèles à ÂS eh^ est une génératrice 
B' parallèle à A'. 

Enfin, celle des deux derniers, a&, est la génératrice B" paral- 
lèle à A'<. 

Ces six plans déterminent un parallélipipède ahedefgh^ dont le 
le centre est o, et se réduiraient à Crois, si les droites A, A', A" 
étaient parallèles à un même plan. 

Soit B"' une quatrième génératrice du système B, et coupant 
A en i, A' en l et A" en k. 

Prenons en sens opposé : çp=ei. (1) 
» » » bn=Jik. (2) 

» » * em=ch (3) 

Joignons et, op, o%, on, ol^ om^ et menons les diagonales bh, ce 
du parallélipipède. 

Les triangles oeiy ocp ont : 1^ oc^=^oe comme moitiés d'une 
même diagonale ; 2® ei=cp (i) ; 3^ Tangle oei=ocp comme 
alternes internes par rapport aux parallèles A et B et à la trans- 
versale ce; ils sont donc égaux et donnent : 

oi=op (4) ; angle eoi=cop ; de sorte que les trois points poi 
sont en ligne droite. 

Les triangles ohk et obn sont aussi égaux, puisque oh=sab^ que 
hk=Jm (2) et que les angles ohk^ obn sont égaux: conséquemment: 

ok=on (5); angle hoh=iony et hem est une ligne droite. 

Les triangles oem, oclj qui ont encore oe=oc, em^^cl^ angle 
oem=ocl, sont également égaux et donnent : 

om=ol (6) ; angle moe==colj de manière que mol est une ligne 
droite. 

Mais alors les triangles oki et opr, sont égaux, puisque oi=^op (4), 
ok=on (5), par démonstration, et que les angles iok^ pon sont 
opposés au sommet, et ils donnent: angle oX:î=(m2}, de sorte que 
np est parallèle à ki. 

Les triangles o&Z, omn ayant oh = on et ol^om (6), par dé- 
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monstratioDy et les angles kol, mon opposés au sommet, sont 
^ax ; donc les angles oiî et <mn sont égaux et, par suite, mn est 
parallèle à M. 

Les deux portions de droites mn, np sont donc parallèles à une 
même droite B"^ les trois points mnp sont donc sur une même 
droite, qui coupe B en jp, B' en m et B" en n; c*est la généra- 
trice A'" parallèle à B'". 

On peut donc conclure qu'on peut toujours mener une géné- 
ratrice A'" du système A parallèle à une génératrice B"' du sys- 
tème B et que le plan de ces deux génératrices passe par le centre 
du parallélipipède abcdef. 

Soit un point r sur une génératrice B"^ ; la droite ro prolongée 
ira couper la génératrice A'^', parallèle à B"S en un point q et ne 
pourra pas avoir d'autre point commun' avec la surface; c'est 
donc une corde passant par ce point 0. Or les triangles oqm, orl 
sont encore égaux, puisqu'ils ont om «» Zo et les angles moq, rol^ 
oqm^ orl respectivement égaux; conséquemment oq = or^ le point 
est le milieu de toute corde qui y passent c'est un centre de la 
surface. 

Résumons : La surface engendrée par une droite qui glisse 
sur trois droites non situées dans un même plan deux à deux et 
non parallèles à un même plan est du second degré, continue et 
douée de centre; elle est illimitée, puisque la génératrice est 
indéfiniment grande ; ce ne peut être qu'un hyperbololde à une 
nappe, car Tellipsoide est limité; Thyperboloïde à deux nappes 
est composé de deux parties non contiguës, et les deux parabo- 
loïdes n'ont pas de centre. 

6!C1. Pour représenter cette surface avec un peu d'élégance, 
on prend pour directrices le cercle ou l'ellipse de gorge (fig. 519 
et 520), et deux génératrices circulaires ou elliptiques également 
distantes de la première ; une de ces génératrices *est dans le 
plan horizontal et sert de projection à l'autre. Quand la base est 
une ellipse, on prend le plan vertical parallèle au grand axe de 
cette ellipse. 
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Quand la base est circulaire, on la partage en un nonobre 
de parties égales multiple de quatre, de manière que deux 
points de division soient sur une perpendiculaire ou une paral- 
lèle à la ligne de terre. 

Si la base est elliptique^ on divise, comme il vient d'être indiqué, 
la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre et 
Ton marque les points correspondants aux points de division sur 
l'ellipse. 

Dans les deux cas, par les points de division de la base, on 
mène les tangentes à la projection horizontale du cercle ou de 
l'ellipse de gorge, et l'on a les projections horizontales des géné- 
ratrices ; chacune de ces projections correspondant à deux pro- 
jections verticales, Tune de la génératrice du système A et l'autre 
de celle du système B, situées dans le même plan tangent, en nn 
point du cercle ou de Tellipse de gorge. 

61t1t. Pour construire la trace horizontale d'un plan tangent 
en un point m (fig. 521), on mène la droite passant par les traces 
horizontales des génératrices de systèmes différents, ma^ma\ 
passant par ce point. 

Pour trouver le point de contact du plan passant par une gé- 
nératrice sa et un point donné n, ou parallèle à une droite D, on 
construit la trace horizontale de ce plan et, par le second point 
a' où elle coupe la base de la surface, on mène la génératrice du 
système opposé à celui de la génératrice donnée, et le point m, 
où se coupent ces génératrices, est le contact demandé. Il est rare 
que les solutions de ces problèmes soient accessibles, car la sur- 
face s'étendant indéfiniment dans une foule de directions, la par- 
tie qui se trouve représentée sur l'épure est toujours relativement 
très-petite. 

693. Tout plan tangent à l'hyperboloïde contient les deux 
génératrices de systèmes différents passant par son contact et 
coupe conséquemment cette surface suivant deux droites. 

Tout autre plan sécant détermine une section qui est de même 
nature que celle suivant laquelle il coupe le cône asymptote, car 
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les génératrices de celui-ci étant parallèles à celles de Thyperbo- 
loïde, if coupe toutes les génératrices de celle dernière surface, 
s'il coupe toutes celles du cône, et les deux sections sont des 
ellipses. Est-il parallèle à deux génératrices du cône, il est pa- 
rallèle à deux génératrices de chaque système de l'hypcrboloïde ; 
seulement ces quatre génératrices sont parallèles deux à deux 
et, pour rhyperboloïde comme pour le cône, la section est une 
h)T)erbole: enfin, s'il est parallèle à une seule génératrice du cône, 
il est parallèle à une génératrice de chaque système de l'hyper- 
boloïde, mais ces deux génératrices sont parallèles entre elles et 
la section de chacune des surfaces est une parabole. En résumé 
donc, un plan peut couper l'hyperboloïde à une nappe suivant 
deux droites, une ellipse, une hyperbole ou une parabole. 
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SU PARABOLOÏDE HYPERBOUQUE. 

61t4. Le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une 
droite se mouvant sur trois paraboles. 

Fig. 5S2. Soit P la parabole génératrice au moment où son 
axe est le prolongement de celui de la parabole directrice Q. 
Prenons deux positions P' et P'' de la génératrice, également 
distantes du plan de P. Projetons P en P'" sur le plan de P'' que 
nous considérons comme plan horizontal. Menons à P' une corde 
acb tangente à P'"; c sera le milieu de àb et la projection d'an 
point c de P, de même que b est celle d'un point V de V. 

Joignons ac' et Vc'; menant c'(2 parallèle à cb, on démontrera 
facilement que les deux triangles acc\ c'db' sont égaux et que les 
trois points acV sont en ligne droite. On ferait la même chose 
pour les trois points bc'a'. 

Les deux droites ab\ ba' sont entièrement sur le paraboloïde, 
car celui-ci étant du second degré ne peut pas contenir trois 
points d'une même droite sans les contenir tous. 

Mais pour chaque corde de P" tangente à P"' on obtiendrait 
deux droites analogues à a&' et à ba\ Conséquemment, on peut 
engendrer de deux manières ce paraboloïde en faisant glisser 
une droite sur les paraboles P, P\ P". 

En outre, chaque génératrice rectiligne coupant chaque géné- 
ratrice parabolique, trois quelconques de celles-ci peuvent servir 
de directrices et l'on peut affirmer que le paraboloïde hyperboli- 
que peut être engendré de deux nuinières par une droite glissant 
sur trois paraboles égaies homothetiques et ayant leurs axes dans un 
même plan. 

61t5. Les génératrices analogues à acV constituent un sys- 
tème que nous désignerons par A, et celles qui sont analogues à 
bc'a\ un système qui sera désigné par B. 
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Chaque génératrice d'un système coupe toutes celles de Tautre. 
Trois géocratrices de Tun peuvent donc servir de directrices pour 
l'autre et Ton peut dire que le paràboloVde hyperbolique petit être 
engendré de deux manières par une droite glissant sur trois 
droites, 

6!C6.XLa surface est gauche, car si deux génératrices d'un 
système étaient dans un même plan, toutes celles de l'autre se- 
raient dans ce plan et le paraboloïde lui-même ne serait qu'un 
plan, ce qui serait absurde. 

Toutes les génératrices d'un système sont parallèles à un même 
plan, car si trois d'entre elles ne l'étaient pas, en les prenant 
comme directrices, on démontrerait, comme il l'a été fait, que 
la surface serait un hyperboloïde à une nappe, ce qui serait encore 
absurde. 

61t7. D'ailleurs, quand une droite glisse sur trois droites non 
situées dans un même plan deux à deux, mais parallèles à un 
même plan, elle demeure constamment parallèle à un second 
plan. 

Supposons que les trois droites A, A', A" (fig. 51 S) soient pa- 
rallèles à un même plan Q; je dis que trois droites B, B', B" qui 
les coupent sont parallèles à un autre plan P. Concevons les trois 
plans parallèles à Q passant par A, A' et A" ; on aura 

ab:od = pa: t;n, dou rr X ^— = i. 

M pq 

Les côtés du quadrilatère gauche adnq^ coupés par A' et B' qui 
sont dans le même plan, donnent 

a& X de X pn X qh = ahXM X ne X H 

égalité qu'on peut mettre sous la forme 

ab pn ah ne. 
bd pq qh de. 
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Remplaçant le premier membre par sa valeur trouvée plus 
haut, on obtient 

ah ne 

— X — =- i 

qh de ' 

ou. ah :qh==^ de : ne. 

Par chacune des droites B,BS on peut toujours mener un plan 
parallèle àTautre; si par le point n on mène un troisième plan 
qui soit parallèle à ces deux premiers, ce troisième passera par 
le points;, sans quoi la dernière égalité ci-dessus n'existerait pas. 
Les trois génératrices B, B\ B" sont donc parallèles à un même 
pian; donc toutes les génératrices du système B sont parallèles à 
un même plan P. 

Mais alors le mouvement de ces génératrices peut être guidé 
par deux des droites A et le plan P, de sorte que le paraboloïde 
hyperbolique peut être engendré de deux manières par une droite 
marchant sur deux droites non situées dans un même plan, en 
demeurant constamment parallèle à un plan fixe. 

628. Réciproquement, une droite qui glisse sur deux droites 

A, A', en demeurant parallèle à un plan P, engendre un parabo- 
loïde hyperbolique. 

Fig. 523. Soient A, A' les deux directrices et un plan Q qui leur 
soit parallèle, P le plan directeur des génératrices B. Prenons 
pour plan de projection P et Q, et projetons les points sur Q au 
moyen de parallèles à la droite MN, située dans le plan P. 

Les projections des droites A sur le plan Q seront parallèles 
à ces droites et celles des B le seront à la ligne de terre. Je dis 
que tout plan parallèle à Q coupe trois génératrices du système 

B, quelles qu'elles soient, en ligne droite. Soient &, e, h les 
points où l'un de ces plans coupe B, B' et h". Concevons les 
deux plans parallèles à Q passant par A et A', >|]ous pourrons 
poser : 

ab: hc =^ fe : ed= gh: Jii 
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comme porti6DS de droites interceptées par trois plans pa- 
rallèles. 

Ici comme pour les projections orthogonales, la grandeur de 
la projection d'une portion de droite est proportionnelle à la 
longueur de celte portion de droite]; on peut donc poser : 

aV: Vc' = fe'\ e'd/ = ^h': h' t. 

Hais lorsque les parallèles à la base d'un triangle sont parta- 
gées, dans le même sens, en parties proportionnelles, les points de 
division se trouvent sur une même droite qui passe par le som- 
met de ce triangle. Les trois points &', e\ h' sont donc en ligne 
droite, par suite les trois points &, e, h sont dans le plan projetant 
la droite Ve'h' ; comme ils se trouvent en même temps par 
hypothèse dans un plan parallèle à Q, ils ne peuvent être qu'en 
ligne droite, et nous pouvons conclure que tout plan parallèle 
à Q coupe la surface suivant une ligne droite. 

L'ensemble des droites déterminées par ces plans parallèles 
à Q est l'ensemble des positions qu'occuperait successivement 
une des droites A en glissant sur deux génératrices B, B', en de- 
meurant parallèle au plan Q. 

Il est impossible qu'une ligne droite ait trois points communs 
avec la surface sans s'y trouver entièrement, car supposons que 
ces trois points b^e. h soient sur les génératrices B, B', B^ ces 
trois points détermineront une des positions qu'occuperait une 
droite assujettie à se mouvoir sur les droites B, B', B'' ; mais 
comme celles-ci sont parallèles à un même plan P, toutes ces 
positions seront parallèles à un plan Q et les trois points b, ^, h 
se trouveront sur une génératrice parallèle à Q, celle qui serait 
déterminée par un plan parallèle à Q et passant par le point b. 
Nous pouvons en conclure que la surface est du second degj é. 

6SO. Celte surface n'a pas de centre. D'abord, un centre ne 
pourrait pas se trouver sur la surface, car il ne serait jamais le 
milieu d'une corde joignant ce point à un autre de la surface ; il 
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ne peut non plus se trouver en dehors de la surface, car quelle 
que fût sa position e (fig. 534), on pourrait toujours noener par ce 
point un pian parallèle à un des plans directeurs P et construire 
une droite cba coupant deux génératrices B, B', situées d'un 
même côté de ce plan, et le point se trouverait en dehors d'une 
corde a&, ce qui ne pourrait être si c'était un centre. 

630. On peut se demander si, pour cette surface comme pour 
rhyperboloïde à une nappe, chaque génératrice d'un système a 
sa parallèle dans l'autre ; la réponse est négative, car celte paral- 
lèle devrait être parallèle aux deux plans directeurs, par suite à 
leur intersection, ce qui est impossible si la génératrice que 
l'on considère n'est pas elle-même parallèle aux deux plans 
directeurs. 

631. Quelle que soit une droite D située dans le plan P, on 
peut toujours construire une génératrice du système A qui lui 
soit parallèle; pour cela, par une des directrices A on mène un 
plan parallèle à cette droite D ; sauf un seul cas, ce plan coupera 
la seconde directrice en un point e2, et la génératrice B' passant 
parce point sera parallèle à D; mais si celle-ci est parallèle à 
rintersëction des deux plans directeurs, le plan auxiliaire mené 
par A est parallèle au plan Q età A'; il n^est censé couper celle-ci 
qu'à l'infini, de sorte que l'on peut dire qu'à mesure que les gé- 
nératrices d'un système s^éloignent de leur plan directeur, elles 
tendent à devenir parallèles à l'autre plan directeur, et l'on peut 
considérer chaque génératrice d'un système comme coupée 
par une droite parallèle aux deux plans directeurs mais passant 
par les points à l'infini de cette génératrice. 

63!C. Tout plan coupant la surface coupe au moins un des 
plans directeurs. Quand il les coupe tous les deux, ses traces D, E 
peuvent être obliques ou parallèles à la ligne de terre. Dans le 
premier cas, il est parallèle à la génératrice du système B, pa- 
rallèle à D, et à celle du système A, parallèle à E; la action qui 
est du second degré est une hyperbole, à moins que «e plan ne 
•antienne ces deux génératrices qui constitueraient alors son in- 
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tersection avec la surface. Lorsque ses traces sont parallèles à 
la ligne de terre, il est parallèle à la génératrice à Tinfini, paral- 
lèle aax deux plans directeurs, la courbe constituant Tinter- 
section n'a plus que deux points à l'infini, et c'est une parabole. 
Un plan ne peut donc couper la surface dont on s'occupe que 
1^ suivant une droite^ lorsqu'il est parallèle à un des plans di- 
recteurs ; 2' suivant une hyperbole ou deux droites, lorsqu'il 
coupe l'intersection des deux plans directeurs; 3<> suivant une 
parabole, lorsqu^il coupe les deux plans directeurs suivant des 
parallèles à leur intersection. 

633. En résumant : la surface engendrée par une droite qui 
glisse sur deux droites non situées dans un même plan, en de- 
meurant parallèle à un plan, est do second degré; elle n'a pas de 
centre, ce qui exclut Fellipsoïde et les deux hyperboloîdes ; elle 
ne peut être coupée par un plan suivant une ellipse, ce qui ex- 
clut le paraboloide elliptique ; c'est donc un paraboloide hyper- 
bolique. 

034. On représente élégamment cette surface de la manière 
suivante : 

Fig. 525. On prend le plan horizontal perpendiculaire aux 
deux plans directeurs, de manière que les projections horizon* 
taies d*un système de génératrices sont parallèles entre elles. On 
prend le plan horizontal à une hauteur telle que les traces hori- 
zontales des deux directrices ad, d) se trouvent sur une perpen- 
diculaire à la trace horizontale d'un des plans bissecteurs des 
angles formés par les plans directeurs qui ont pour traces, sur 
l'épure, les deux droites limitées par les n"" 4. On limite la sur- 
face à un second plan horizontal passant par les points d et 5 des 
deux directrices situéss sur une perpendiculaire au second plan 
bissecteur des angles formés par les plans directeurs, et l'on 
prend deux plans verticaux parallèles à ces plans bissecteurs. 

On partage ad et c& en un même nombre de parties égales, 
aussi bien en projections verticales qu'en projections horizontales, 
et les sections par les plans bissecteurs se dessinent d'elles-mêmes 
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sur les plans verticaux. Or il est facile de reconnaître que ce 
sont les deux paraboles qui passent par le sommet de la surface. 

Que Ton trace sur un carton un peu raide un parallélogramme 
cibcd; que l'on partage les côtés en un même nombre de parties 
égales; que Ton attache des fils s^ux points de division situés sur 
un des côtés et que Ton fasse passer ces fils dans des trous pra- 
tiques aux points de division^du côté]opposé, ces fils étant paral- 
lèles entre eux ; si Ton plie b carton suivant une des diagonales 
du parallélogramme, ces fils, maintenus tendus par de petites 
balles de plomb, seront constamment^sur un paraboloïde ellip- 
tique, et si Ton a tendu les deux systèmes de fils correspondant 
chacun à deux côtés opposés du parallélogramme, ces deux sys- 
tèmes se toucheront constamment et représenteront les deux 
systèmes de génératrices rectilignes de la surface. 

03tt. Tout plan passant par une génératrice est tangent en 
un point de cette génératrice, au point où elle est coupée par la 
génératrice du système opposé située dans ce plan. Quant aux 
plans parallèles aux plans directeurs, ils sont censés tangents à 
rinfini et on leur donne le nom de plans asymptotes. Tous les 
problèmes relatifs aux plans tangents peuvent être résolus de la 
même manière que pour ceux qui concernent Thyperboloîdc 
à une nappe. 

On emploie fréquemment des fragments de paraboloïde hy- 
perbolique, mais il est rare qu'on le fasse avec une certaine éten- 
due aux environs de son sommet. Les modes de représentation 
que nous avons indiqués ne sont donc que des moyens de se 
faire une idée de la forme et de l'allure de cette surface. 
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DES RACCORDEMENTS DE SURFACES ET DES PLANS 
TANGENTS 3AUX SURFACES GAUCHES. 

636. On dit que deux surfaces se raccordent quand elles 
ont une zone superficielle commune, mais limitant chacune 
d*elles. La seule différence entre deux surfaces enveloppes et 
deux surfaces qui se raccordent, c'est que chacune des premières 
s*étend de part et d'autre de la zone commune, tandis que cha- 
cune des dernières est limitée à cette zone et semble le prolonge- 
ment de l'autre. Néanmoins lorsqu'il s'agit de surfaces gauches, 
il est préférable de dire qu'elles se raccordent que de dire 
qu*elles sont enveloppes. 

637. Les raccordements de surface sont fréquemment em- 
ployés dans l'industrie, car il est souvent nécessaire de limiter 
un corps par plusieurs portions de surfaces distinctes paraissant 
n'en faire qu'une dépourvue d'arêtes saillantes ou d'angles ren- 
trants ; ainsi, pour ne citer qu'un seul exemple, il est une foule de 
cas où l'on emploie une portion de surface cylindrique de révo* 
lution terminée par des demi-sphères de même rayon. En géo- 
métrie descriptive purement spéculative ils jouent également un 
grand rôle, puisqu'au moyen des surfaces enveloppes, jusqu'ici 
tous les plans tangents à des surfaces quelconques ont été 
ramenés à des plans tangents à des surfaces développables, et 
qu'en s'appuyant sur les mêmes principes, on ramène tous les 
plans tangents aux surfaces gauches quelconques à des plans 
tangents à l'hyperboloïde à une nappe ou au paraboloïde hyper- 
bolique. 

638. Lorsqtêe deux surfaces i^i^ ont une génératrice com- 
mune G et qvCen trois points afi^e de cette génératrice^ le plan tan- 
gent à Tune Fest à Vautre^ ces deux surfaces se raccordent suivant 
cette génératrice. 

Fig. 5â6. Coupons les surfaces données par des plans passant 

18 
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chacun par Tan des points a, b, ou c. Le premier coapera les 
surfaces suivant deux courbes C, D ayant une tangente commune 
au point a, l'intersection at de ce plan avec le plan tangent en a 
à ces surfaces. Ces deux courbes ont toutes deux un élément 
commun aa' ; il en est de même aux points & etc. Si Ton fait avancer 
la génératrice d'une quantité élémentaire sur les trois éléments 
analogues aa^^ ib', cc\ elle prendra la position a'b'c' que nous 
désignerons par G'. Or, durant ce mouvement elle demeure 
sur les six courbes, C, D; C D;C", D"; et sur les trois tangentes 
aty bt\ et'' ; la zone superficielle gauche GG' fait donc partie, 
non-seulement des surfaces s, £', mais encore de la surface ayant 
pour directrices les tangentes ai, bt\ d", et qui est un hyper- 
boloïde à une nappe ou un paraboloïde hyperbolique, selon que 
les trois plans sécants ne sont pas ou sont parallèles entre eux. 

630. Lorsque les deux surfaces gauches ont un plan direc- 
teur commun, pour qu'elles se raccordent suivant une généra- 
trice commune G, il su£St qu'en deux points a et 6 de celle-ci le 
plan langent à l'une le soit aussi à l'autre. 

Car en glissant sur les éléments aa\ bV obtenus comme dans 
le cas précédent, la génératrice demeure non-seulement sur les 
deux surfaces 2 s', mais encore sur le paraboloïde hyperbolique 
ayant pour directrices les deux tangentes ai, W et pour plan 
directeur celui qui est commun aux deufx surfaces. 

640. En définitive, pour que deux surfaces gauches se rac- 
cordent, il faut qu'elles satisfassent à quatre conditions : d*abord 
une génératrice commune, ce qui est indispensable, trois plans 
tangents communs passant par cette génératrice, ou bien deux 
seulement de ces plans et une directrice commune, ou bien en- 
core un seul de ces plans et deux directrices communes. 

641. Supposons maintenant qu'il s'agisse de construire le plan 
tangent en un point donné cTune surface gauche, pour cela on rac- 
corde, le long de la génératrice portant le point donné, un hyper- 
boloïde à une nappe ou un paraboloïde hyperbolique, en choisis- 
sant de ces deux surfaces la plus facile à construire. 



Si la surface est définie par trois directrices coarbes, D, D' D'\ 
on preiid comme directrices de la surface de raccordement les 
tangentes à ces courbes aux points où elles sont coupées par la 
génératrice contenant le point donné ; cette surface est un para- 
boloïde hyperbolique ou un byperboloïde à une nappe, selon que 
les trois tangentes directrices sont ou ne sont pas parallèles à un 
même plan. 

Lorsque la surface a pour directrice un plan, on raccorde tou- 
jours un paraboloïde hyperbolique admettant le plan pour direc- 
trice, et ayant pour directrices rectilignes les deux tangentes 
aux directrices courbes de la surface, aux points où elles sont 
coupées par la génératrice portant le point donné. 

Lorsque la surface a une directrice rectiligne, on prend tou- 
jours cette droite comme directrice de la surface de raccorde- 
ment. 

64S. Comme application, nous allons construire le plan tan- 
gent en un point d'un conoïdé droit et d'un biais passé. 

Fig. 527. Soit, dans le plan vertical, une circonférence o, et 
une perpendiculaire A au plan horizontal, cette droite A coupant 
la perpendiculaire menée au plan vertical par le centre de la 
circonférence. Faisons marcher une droite de manière qu'elle 
passe constamment par un point de cette circonférence, qu*elle 
coupe toujours A, et qu'elle demeure parallèle au plan horizontal, 
nous engendrerons un conoïde droit, surface dont nous nous 
sommes déjà occupés. 

Pour construire le plan tangent au point m, on raccorde, le 
long de la génératrice me portant ce point, un paraboloïde hyper- 
bolique, ayant pour directrices la droite A et la tangente au 
point c à la base verticale du conoïde, et pour plan directeur le 
plan horizontal. La droite AA^, située dans le plan horizontal est 
une seconde génératrice de ce paraboloïde auxiliaire. Comme sa 
directrice et est dans le plan vertical et que la droite A est paral- 
lèle à ce plan de projection, ce plan vertical est le second plan 
directeur du paraboloïde, et pour en avoir la génératrice du 
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Second système passant par le point m, il suffit de mener par ce 
point une droite ma parallèle au plan vertical et coupant hkt. 
Pour achever le problème, il faut mener un plan par les deux 
droites mCj m*. 

Fig. 5S8. Le biais passé a pour directrices : 1* une demi-cir- 
conférence située dans le plan vertical, et ayant pour diamètre 
une portion ab de la ligne de terre ; 2^ une deuxième demi-cir- 
conférence homothétique et égale à la première et ayant son 
diamètre ed dans le plan horizontal; 3® une droite A perpendi- 
culaire à la ligne de terre et passant par le centre du parallélo- 
gramme àbcd. 

Les droites ad et le sont évidemment des génératrices de cette 
surface. Pour en avoir une troisième, on mène un plan par la 
droite A. Il est perpendiculaire au plan vertical et les points où 
sa trace verticale coupe la demi-circonférence àb et la projection 
verticale de ed sont, le premier, le point ^ où la génératrice que 
Ton construit coupe la première demi-circonfcrencc et le second, 
la projection verticale du point l où elle coupe la deuxième; on 
peut donc construire cette génératrice qui coupe A au point s. 
Le plan sog est tangent au point s au biais passé puisqu'il con- 
tient deux droites passant par ce point et situées sur cette surface 
gauche, la directrice A et la génératrice slmg. 

Pour construire le plan tangent au point m, on raccorde, le 
long de la génératrice portant ce point, un paraboloïde hyperbo- 
lique ayant pour directrices ou génératrices du système A : 
l"" la tangente en 9 à la demi-circonférence a& ; 2^ la tangente en 
2 à la demi-circonférence ed; 3** la parallèle à og^ menée par le 
point s. On remarquera que le plan vertical est un des plans di- 
recteurs de celte surface auxiliaire, celui qui est parallèle aux 
génératrices du système A. 

La droite slmg est une génératrice du système B. Pour en avoir 
une seconde, par la trace horizontale de la tangente en 2 à la 
deuxième demi-circonférence, on mène une droite coupant gl 
et ^. Cotte droite est rintersection de deux plans passant tous les 
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deux par le point r, mais l'un contenant fft qui est sa trace verti- 
cale, et l'autre contenant la parallèle s^ menée par le point s à 
og. Ce dernier a pour trace horizontale srp^ et pour trace verti- 
cale pu parallèle à og^ et la deuxième génératrice du système B 
et la droite qru. 

Pour avoir la génératrice du système A passant par le point m 
on mène par ce point une parallèle au plan vertical, et coupant 
en n la droite qru. 

Il ne reste plus qu'à mener le plan ^ par les deux droites slnig 
etmna. 

648. Pour trouver le point de contact d^un plan passant par 
une génératrice, on construit la seconde branche de l'intersection 
de ce plan avec la surface, le point cherché est celui où cette 
seconde branche coupe cette génératrice. 

644. Si l'on veut qu'un plan tangent passe par une généra- 
trice et un point donné, ou soit parallèle à une droite donnée, on 
mène par cette génératrice un plan qui passe par le point donné 
ou qui soit parallèle à la droite donnée, puis on cherche le con- 
tact de ce plan. 

Ces problèmes sont purement théoriques, cardans la pratique 
il est presque toujours impossible d'en obtenir la solution ; la 
portion de génératrice représentée sur l'épure n'étant qu'infini- 
ment peu de chose relativement à la totalité de cette génératrice. 



ÉLÉMENTS 



DE LK 



SCIENCE DU DESSIN. 



NOTIONS PSÉLIMINÂIBES. 

645. Le dessin est Tart de représenter sur une surface qui 
porte alors le nom de tableau^ un objet ou un ensemble d'objets, 
éclairé et situé dans des conditions connues et vu d*un point fixe 
et déterminé. 

646. Pour que la représentation fasse illusion, c'est-à-dire 
soit confondue avec l'objet, il faut qu'un point de celui-ci soit 
remplacé par un point du tableau produisant la même impression 
sur l'organe de la vue. 

tt47. Puisque Tobjet doit être vu d'un point, on suppose 
qu'on ne le regarde que d'un seul œil. Soit (fig. 529) T la sur- 
face du tableau, le centre optique de Tœil, ou le point de vue, 
m un point de l'objet, qui doit toujours être placé au delà du 
tableau, m' le point où le tableau est traversé par la ligne que 
suit la lumière partie du point m etarrivéeaupoint o; il est évi- 
dent que les deux points m, m' affecteront le même point de la 
rétine, et qu'ils l'affecteront de la même manière s'ils ont la 
même teinte. Ils produiront donc la même impression sur l'ob- 
servateur qui ne pourra distinguer ces points l'un de l'autre 
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648. Le dessin consiste donc dans la résolution de deux 
problèmes. Le premier a pour but de déterminer le point du 
tableau pouvant remplacer un point déterminé de l'objet, et Ten- 
semble des moyens employés pour le résoudre constitue hpers- 
pective et le dessinlinéaires ; le second a pour objet de déterminer 
la teinte du point représenté et de l'appliquer sur ie point cor- 
respondant du tableau. La solution de la première partie de ce 
problème constitue la perspective aérienne^ et celle de la seconde, 
tous les modes de peinture. 

649. Deux procédés sont employés pour résoudre ces pro- 
blèmes : le proc^' artistiqiie et le procédé scientifique. Ceux qui 
emploient le premier sont des artistes^ et ce sont les ingéiieurs 
qui emploient le second. 

650. L'artiste et l'ingénieur sont placés dans des conditions 
opposées et veulent obtenir des résultats différents. 

L'artiste ne représente que des objets existants; il n'emploie 
que le crayon et le pinceau ; il tâche de représenter les objets 
tels qu'il les a vus ou qu'il les voit ; il essaie, il efface, recom- 
mence jusqu'à ce que l'effet lui paraisse satisfaisant et l'illusion 
complète. Il veut rappeler le souvenir d'un personnage, d'une 
scène ou d^un lieu, et s'il n'est pas indigne de son nom, éveiller 
dans l'âme du spectateur le sentiment du beau, du vrai et du 
bien. 

L'ingénieur ne représente en général que des objets qui n'exis- 
tent pas; c'est un édifice, une machine, une route, etc., qu'il se 
propose de faire exécuter ; il doit donc prévoir et déterminer 
non-seulement la forme, la grandeur et la position de ces objets, 
mais encore le mode suivant lequel ils seront éclairés, et déduire 
des conditions ou il s'est placé tous les effets produits par ce 
mode d'éclairage. Il n'a pas d'autre but que de fournir à un en- 
trepreneur toutes les notions qui lui sont nécessaires pour exé- 
cuter, fabriquer ou construire les objets projetés. 

L'artiste et l'ingénieur doivent posséder une adresse manuelle 
que l'on acquiert par un exercice judicieux. L'artiste doit en ou- 
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Ire être doaé d'ane délicatesse de sentiment, d'une vivacité 
d'imagination et d'une sûreté de regard qui résultent toujours 
d'une aptitude native développée par la pratique. 

L'ingénieur doit être habile en géométrie descriptive, et con* 
naître les lois de l'optique tant subjective qu'objective. Mais s'ils 
veulent sortir de la médiocrité, l'artiste doit être ingénieur et 
l'ingénieur artiste. Le premier tirera un grand parti de ses con- 
naissances en mathématiques et en physique, n'eussent-elles 
d'autre résultat que de lui apprendre à regarder. Le second pourra 
non-seulement sortir des formes géométriques, les seules que l'on 
puisse soumettre aux lois des mathématiques, mais, encore don- 
ner à ses conceptions un cachet d'élégance qui ajoutera un prix 
d'autant plus grand aux objets qu'il se propose de réaliser, que 
l'on sacrifie très-souvent l'utile à l'agréable. 

N'écrivant que pour des ingénieurs, nous ne nous occuperons 
que du dessin scientifique, et nous nous renfermerons stricte- 
ment dans sa partie scientifique. 

651. Le but de l'ingénieur est très-souvent atteint au moyen 
de projections orthogonales; or, si l'on se rappelle ce que nous 
avons dit en nous occupant de la représentation des surfaces, on 
reconnaîtra que ces projections ne sont pas autre chose que des 
tableaux dont le point de vue est à l'infini, de manière que les 
rayons lumineux partant des points de l'objet et arrivant au point 
de vue soient perpendiculaires au plan du tableau et parallèles 
entre eux. On a déjà vu que la détermination des contours appa- 
rents, des lignes d'ombre et de lumière, constitue des problèmes 
de géométrie descriptive pure. La représentation des objets au 
moyen de projections orthogonales est donc d'une importance 
capitale pour l'ingénieur ; mais pour que ces projections permet- 
tent de concevoir facilement un objet ou un ensemble d'objets, il 
faut qu'elles soient exécutées sur des plans choisis d'une manière 
convenable. 
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DES PROJECTIONS ORTHOGONALES. 

05S. Pour qQ*an poinl soit déterminé, il faut qu'il soit projeté 
sur au moins deux plans qui se coupent. II faut donc au moins 
deux projections orthogonales pour qu'un objet soit représenté; 
mais des considérations psychologiques nous feront reconnaître 
que dans beaucoup de cas, ces deux projections sont insul&san- 
tes. Pour connaître un objet dans son ensemble et dans ses dé- 
tails, nous devons l'examiner sous différents aspects. S'il possède 
des cavités, pour connaître chacune d'elles, nous devons y péné- 
trer, l'explorer en quelque sorte, c'est-à-dire, l'examiner de di- 
vers points de vue. Nous acquérons ainsi des notions différentes, 
élémentaires en quelque sorte, que nous combinons ensuite par 
un acte purement intellectuel, parfois inconscient, pour en obte- 
nir une idée d'ensemble, complète, où chaque partie occupe la 
même position relative que dans l'objet. Veut-on représenter un 
objet par des projections orthogonales, il faut donc le montrer 
sous un nombre d'aspects sufiBsanl, faire voir l'intérieur de cha- 
que cavité, or, chaque aspect de l'ensemble ou d'un détail exige 
une projection spéciale. 

D'un autre côté, lorsque plusieurs points de détails se trouvent 
sur une même perpendiculaire à un plan, leurs projections sur 
ce plan se confondent, ce qui rend très-difficile la connaissance 
de chacun de ces détails. Pour éviter cette confusion, on suppose 
l'objet coupé en tranches par des plans parallèles, et chaque 
tranche fait l'objet d'une projection spéciale. Pour montrer l'in- 
térieur d'une cavité, on suppose l'objet coupé en deux par un 
plan, et la partie de cet objet, située entre le plan et l'observateur, 
enlevée, de manière que l'on puisse voir la partie opposée de 
cette cavité ainsi que les détails qui s'y trouvent. 

653. Pour choisir les plans de projection, on doit se rappeler 
que Tentrepreneur doit trouver facilement sur les dessins qui lui 
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sont remis les dimensions dont il a besoin pour Texécution qui 
lai est confiée, et que ces dimensions se projettent en vraie gran- 
deur sur les plans auxquels elles sont parallèles. 

Or, on peut toujours circonscrire un parallélipipède rectangle 
minimum à un objet ou à un ensemble d'objets. Ce paralléli-* 
pipède peut toujours reposer sur le sol ou sur un plan horizontal. 
Les dimensions de ce parallélipipède peuvent toujours être pa- 
rallèles aux dimensions principales de l'objet. On prend donc les 
plans de projection parallèles aux faces de ce parallélipipède. 
Les projections horizontales portent toujours le nom de plans. 
Les projections verticales des faces extérieures de Tobjet sont 
des élévations. Celles de l'intérieur des cavités sur des plans 
verticaux coupant idéalement l'objet sont des coupes. Les 
élévations et les coupes sont longitudinales ou transversales, 
selon que les plans sur lesquels elles sont exécutées sont 
parallèles à la longueur ou à la largeur de l'objet, dimensions 
qui sont toujours horizontales. Si l'on voulait, par exemple, 
représenter un édifice dont le corps principal est rectangu- 
laire , il faudrait un plan pour les caves, un autre pour le rez- 
de-chaussée, un pour chaque étage et un dernier pour le toit. 
Chaque façade donnerait lieu à une élévation, et chaque pièce 
devrait être coupée au moins par deux plans verticaux. De 
plus, si l'édifice est un peu considérable, on ne peut le repré- 
senter que sur une petite échelle, et alors il est des détails qui 
sont trop petits pour pouvoir être représentés d'une manière 
convenable. 

On est donc obligé de représenter chacun de ces détails à part 
et sur une plus grande échelle. Le nombre de projections est 
d'autant plus grand que l'on veut faire une description plus com- 
plète de l'objet que l'on représente. 

654. Dans les dessins d'application, les lignes de terre ne 
sont jamais indiquées d'une manière formelle. Les projections 
différentes sont toujours séparées et forment comme autant de 
dessins à part ; elles doivent néanmoins être groupées de telle 



— 284 — 

façon que deux de ces projections se correspondent et dépendent 
d'une ligne de terre que Ton puisse rendre explicite à volonté. 
On saisit ainsi beaucoup mieux les relations qui existent entre 
les projections d'un même point et Ton peut exécuter ces deux 
projections plus rapidement, car étant parallèles à une même di- 
mension, elles possèdent beaucoup de lignes de même grandeur 
pour chacune desquelles il suffit de porter une seule fois la me- 
sure de cette longueur. 

655. Lorsqu'on doit exécuter un problème de géométrie 
descriptive sur une des parties de l'objet représenté, comme, 
par exemple, déterminer l'appareil d'une ouverture, d'une voûte, 
construire l'angle d'une partie en sailiie,on prend, au moyen d'un 
calque, les projections de cette partie, on résout le problème sur 
ce calque, puis on reporte le résultat sur le dessin. 

656. N'y eût-il que deux projections d'un objet, il faut les 
examiner attentivement toutes les deux pour se faire une idée de 
cet objet; or, on parvient beaucoup mieux à se faire cette idée en 
ne regardant qu'une seule de ces projections, mais sur laquelle 
on a exprimé, par un moyen quelconque, lavis ou estompe, les 
accidents lumineux produits par un mode d'éclairage connu. 

Cette expression constitue, en quelque sorte, une seconde pro- 
jection superposée à la première qu'elle rend beaucoup plus in- 
telUigible , elle est le complément indispensable de toute projec- 
tion orthogonale, si bien faite qu'elle soit. L'ingénieur doit donc 
toujours déterminer les effets produits par la lumière sur les ob- 
jets dont il fait le projet, même dans le cas où il renoncerait à 
faire une perspective proprement dite de ces objets, cas dans 
lequel il ne pourrait éviter cette détermination qui ne peut 
être exécutée avec facilité qu'au moyen de projections ortho- 
gonales. 

Il résulte de là que dans l'ordre chronologique des opéra- 
lions, la perspective aérienne vient avant la perspective linéaire. 
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PERSPECTIVE AÉRIENNE. 

659. On sait déjà que la perspective aérienne a pour objet 
de déterminer la teinte de chaque point visible des objets que 
Ton se propose de représenter. Cette teinte est en quelque sorte 
la résultante de tous les effets produits par la lumière. Or, ces 
effets sont nombreux: d'abord, il y a des points qui sont éclairés 
directement et d'autres qui ne le sont pas; parmi les points éclai- 
rés il y en a qui brillent d'un tel éclat qu'on les prendrait pour 
des points lumineux, et d'autres qui sont plus ou moins éclairés; 
il en est de même parmi ceux qui sont obscurs; il y a plus, parmi 
les parties qui ne sont pas éclairées directement, il en est qui le 
sont par de la lumière détournée de sa direction primitive par 
des réflexions ou des réfractions plus ou moins nombreuses. 

La perspective aérienne a donc pour objet de déterminer : 

a. Les ombres, les pénombres et les ombres portées ; 

h. Les points brillants, les arêtes et les images brillantes ; 

c. L'étendue et l'intensité des reflets ; 

d. Les intensités des clairs et des obscurs. 
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TIIÉORIE DES OMBRES. 



658. La théorie des ombres a pour objet la déterminatiou 
des ombres, des pénombres et des ombres portées. 

659. On appelle ombre Sun corps^ l'espace privé de lumière 
par suite de rinterposition de ce corps que Ton suppose opaque. 

Quand le corps n'est éclairé que par un point, l'ombre d'un 
corps et l'espace éclairé environnant sont séparés par une sur- 
face mathématique, on passe brusquement de cette ombre à cet 
espace. Ainsî (fig. 530), si le point 5, sommet du cône enveloppe 
aux deux sphères o, o' est lumineux, l'ombre de chacune de ces 
sphères est la partie de ce cône située an delà de cette sphère et 
la partie correspondante de la surface de ce cône sépare cette 
ombre de l'espace environnant. Mais dans la nature les choses se 
passent différemment, lors même que l'on fait abstraction de la 
diffraction de la lumière. Supposons que des deux sphères o, o' la 
première soit lumineuse; nommons C le cône ou le cylindre en- 
veloppe aux deux sphères, mais comprenant ces deux surfaces 
dans une même nappe, et C le cône enveloppe ayant son sommet 
entre ces deux sphères. La partie du cône C, au delà de la sphère 
0' est complètement privée de la lumière émise par la sphère o. 
La calotte située au delà de la circonférence a&, contact de ce 
cône avec la sphère o, est complétemout obscure. iMais entre les 
deux surfaces coniques G, C au delà de la sphère o\ les points 
de l'espace sont en partie éclairés par la zone ab'c'd/ de la sphère 
0', comprise entre les contacts des cônes C et C. On passe donc 
de l'ombre, proprement dite, de la sphère o' à Tespace éclaire 
environnant par une transition progressive, plus ou moins ra- 
pide, et que l'on nomme pénombre. On est donc amené à consi^ 
dérer : 

1" La ligne d'ombre et de pénombre; c'est le lieu des contacts 
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des plans tangents aa corps lumineux et au corps opaque, mais 
touchant ces deux corps d'un même côté; 

iP La ligne de pénombre et de lumière ; c'est la courbe des 
contacts des plans tangents aux surfaces de ces corps, entre les- 
quels ils passent ; 

S** La partie complètement obscure du corps opaque et qui est 
limitée par la ligne d'ombre et de pénombre ; 

4^ La zone de pénombre limitée par les deux lignes d'ombre 
et de pénombre, de pénombre et de lumière ; 

S"" L'ombre proprement dite ; 

60 Et la pénombre. 

660. Mais si l'on écarte les deux sphères, ou lorsque le corps 
lumineux est très-petit par rapport au corps opaque, les deux 
surfaces enveloppes tendent de plus en plus à se confondre, et 
se confondent à la limite, c'est-à-dire, lorsque les deux corps 
sont tellement éloignés, que les droites joignant un point de l'une 
à un point de l'autre sont sensiblement parallèles, ou que le corps 
lumineux est réduit à un point. 

Nous supposerons qu'il en est toujours ainsi et nous n'aurons 
que d.eux cas à considérer: un point lumineux situé à une dis-' 
tance finie ou infinie, et nous n'aurons à nous occuper que des 
lignes d'ombres et de lumières, telles qu'elles ont été définies en 
géométrie descriptive. 

661. S'il n'y avait qu'un corps lumineux dans l'univers, les 
ombres seraient absolues; mais lorsqu'il y en a plusieurs, comme 
c'est le cas, on conçoit qu'un point de l'espace puisse être privé, 
par l'interposition d'un corps opaque, de la lumière émise par 
un de ces corps et recevoir celle qui lui est envoyée par les au-* 
très; l'espace privé de la lumière venant d'un de ces corps, diffère 
de celui qui est privé de celle qui vient d'un autre, et chaque 
ombre n'est relative qu'à un des points lumineux ; pour étudier 
tout ce qui concerne les ombres, il nous suffit, pour lé moment, do 
supposer qu'il n'y a qu^un seul point lumineux; mais il ne faut 
pas perdre de vue que ce n'est qu'une hypothèse. 
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!. Quand un corps se troave en parlie dans Tombre d'an 
antre, une partie de sa surface, qui serait éclairée sans l'interpo- 
sition du second corps, est obscure, et c'est ce que Ton nomme 
Tombre portée du second sur le premier ; on appelle donc ombre 
portée (fim corps ou d'une surface A sur une surface B, la partie 
de cette dernière qui se trouve dans V ombre du premier et qui serait 
éclairée sans Vinterposition de ce premier. 

663. L'ombre dun point est le prolongement du rayon lumi- 
neux aboutissant à ce point. 11 est bien entendu que ce prolonge- 
ment a lieu dans le sens de la marche de la lumière. (Ab uno 
disce omnes.) 

Pour construire Fombre d*un point, il faut donc mener une 
droite par le point lumineux et ce point. Lorsque le point lumineux 
est à une distance finie, cela revient à mener une droite par deux 
points (101). Lorsqu'il est à une distance infinie, les rayons lumi- 
neux sont parallèles entre eux, leur direction est donnée et Ton 
est conduit à mener par un point une parallèle à une droite don- 
née (103). 

664. L'ombre portée Sun point sur une surface z est le point 
de cette surface privé de lumière par le premier, c'est le point 
où l'ombre du premier^ pénètre dans cette surface. Comme cette 
ombre est une ligne droite : pour trouver Fombre portée cFun point 
sur une surface 2, il faut construire le point où cette swface est 
percée par la droite partant du point lumineux et passant par le 
point donné. 

L'ombre portée d'un point sur le plan horizontal ou le plan 
vertical est la trace horizontale ou la trace verticale de l'ombre 
de ce point. 

665. L'ombre d'un point peut percer successivement plu- 
sieurs surfaces et détermine une ombre portée réelle sur la pre- 
mière qu'elle perce et des ombres portées virtuelles sur les au- 
tres. Quand Tombre d'un point perce une surface s avant de 
percOT le plan horizontal, une ombre portée sur ce plan est vir- 
tuelle et se trouve privée de lumière par suite de l'interposition 



— 289 — 

de s, elle est donc Fombre portée de z sur plan horizontal, donc 
pour qu*im point porte ombre sur une surface^ U faut que son 
ombre portée sur horizontal se trouve dans Vombre portée de i sur 
ceplan. 

066. Vombre dCune portion de droite est le prolongement du 
triangle ayant pour sommet le point lumineux et pour base cette 
portion de droite; elle est limitée par cette portion de droite et 
les ombres des extrémités de cette droite. Quand le point lumi- 
neux est à l'infini, les ombres des extrémités sont parallèles, et 
Tombre est une bande plane ayant partout la même largeur. 

667. L^ombre portée d'une portion de droite sur une sur- 
face £ estTensemble des points de celle-ci situés dans l'ombre de 
cette droite. C'est la portion de l'intersection de s avec le plan 
déterminé par le point lumineux et cette droite, limitée par les 
ombres portées sur s des extrémités de cette portion de droite. 
Pour trouver l'ombre portée d'une portion de droite ab sur une 
surface 2, on construit les ombres portées sur s des points a, h 
et d'un certain nombre de points intermédiaires. 

66H. Mais alors, quatre cas peuvent se présenter : 1<* Les 
ombres portées de a et de & se trouvent sur la partie éclairée 
de £. La droite ab porte en entier ombre sur z et les ombres por- 
tées de a et de &, limitent cette ombre portée. 

2° Une des ombres portées de a ou de & seulement se trouve 
sur cette partie éclairée. Alors àb ne porte que partiellement 
ombre sur z, et son ombre portée est limitée par celle de a ou 
de b et par la ligne d'ombre et de lumière de z. 

S^ Les ombres de a et de 6 ne percent pas z ; dans ce cas, si 
des points intermédiaires portent ombre sur z, àb porte encore 
partiellement ombre sur z et son ombre portée est limitée par la 
ligne d'ombre et de lumière de z. 

iP Aucun point de ab ne porte ombre sur z ; dans ce cas il n'y 
a pas d'ombre portée. 

ttA9. Quand une ligne perce une surface Zt chacun des points 
où elle perce cette surface est une des extrémités de son ombre 

19 
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portée réelle ou virtuelle sur cette surface, car chacun de ces 
points se confond avec son ombre portée sur cette surface. Con- 
séquemment chacune des traces d'une droite est une limite de 
Tombre portée de celte droite sur les plans de projection. 

OVO. Quand une ligne porte ombre sur deux plans, ses om- 
bres portées coupent la ligne de terre en un même point, car le 
point où celle-ci est coupée par une de ces ombres portées, se 
trouvant dans les deux plans de projection, doit faire partie de 
Fautre. 

67t. Quand une portion de droite est parallèle à un plan, son 
ombre portée sur ce plan lui est parallèle. Si le point lumineux 
est à une distance finie, Tombre portée est plus grande que la 
portion de droite qui la détermine, tandis qu'elle lui est égale si 
le point lumineux est à Tinfini. 

67S. Quand une droite est perpendiculaire à un plan, son 
ombre portée sur ce plan se trouve sur la projection sur ce plan 
de la droite passant par le point lumineux et un point de cette 
perpendiculaire. Car tous les rayons lumineux aboutissant aux 
points de cette droite sont dans un même plan perpendiculaire 
au premier plan. 

673. Applications. Ombres portées sur les plans de projec- 
tion et un plane: fig.531, d'une oblique aux deux plans; fig. 532, 
d'une parallèle au plan horizontal ; fig. 533, d'une perpendicu- 
laire au plan vertical. 

Les ombres portées réelles sont en trait plein et les virtuelles 
en trait ponctué. Le lecteur appliquera les principes qui précè* 
dent en rendant compte de ces constructions. 

Nous indiquerons un peu plus loin un moyen fort simple de 
construire l'ombre portée d'une ligne sur une surface quel- 
conque. 

674. L'ombre d'un polygone est le prolongement de la pyra- 
mide ayant pour sommet le point lumineux et pour base ce poly- 
gone. Elle est limitée d'abord par ce polygone, et ensuite par 
Tensemble des ombres des^côtés de ce polygone, ou, en d'autres 
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termes, par rombre du périmètre de ce polygone. Qaand le point 
lumineux est à Tinfini, Tombre d'un polygone, au lieu d'être py- 
ramidale est prismatique, c*est la partie située au delà de ce 
polygone, du prisme dont ce polygone est la base et dont les 
arêtes latérales sont parallèles aux rayons lumineux. 

675. L'ombre portée, d'un polygone sur une surface 2 est la 
partie éclairée de celle-ci, qui se trouve dans Tombre de ce po- 
lygone. 

Pour construire Tombre portée d'unjpolygone sur un plan, on 
construit les autres parties des côtés de ce polygone sur ce plan. 

Pour qu'un polygone porte ombre sur une surface 2 il faut que 
les ombres portées de ce polygone et de cette surface sur un plan 
se superposent au moins]|en partie. Or, il peut arriver que : 1® le 
polygone se trouvant entre le point lumineux et la surface z, con- 
dition indispensable pour qu'il porte ombre sur 2, son ombre 
portée sur un plan est entièrement dans celle de 2 sur ce plan, 
alors le polygone tout entier porte ombre sur z ; 2® l'ombre por- 
tée du polygone sur un plan tombe en partie sur celle de 2 sur 
ce plan; dans ce cas, le polygone, en partie, porte ombre sur z, 
et son ombre portée sur 2 est limitée par l'ombre portée d'une 

partie du périmètre de ce polygone et par la ligne d'ombre et de 
lumière de z ; S"" les deux ombres portées du polygone et de z sur 
un plan n'ont aucun point commun, et alors il n'y a pas d'ombre 
portée du polygone sur z. 

676. L'ombre d'une courbe est la partie située au delà de 
cette courbe, de la surface conique ou cylindrique ayant cette 
courbe pour directrice, et pour sommet le point lumineux, ou 
pour directrice la direction donnée des rayons lumineux. 

677« Lorsqu'une courbe limite une portion de surface opa- 
que, Tombre de celte .portion de surface est la partie située au 
delà de cette figure curviligne, du cône ayant pour sommet le 
point lumineux et pour base cette figure, ou de l'espace cylindri- 
que ayant pour base cette figure et ses génératrices parallèles 
aux rayons lumineux. 
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618. Paisqu*une courbe n'est qu'une limite de polygone, ce 
que nous avons dit de Tombre d*un polygone peut s'appliquer à 
celle d'une figure curviligne. Ainsi, par exemple, pour trouver 
Tombre portée d'une courbe surun plan, on construit les ombres 
portées sur ce plan, d'un certain nombre de points de cette 
courbe. 

679. Quand deux plans sont parallèles, Tombre portée sur 
Tun d'une figure située dans l'autre et cette figure sont sembla- 
bles et homolhétiques si le point lumineux est à une distance 
finie ; elles sont égales et homothétiques si les rayons lumineux 
sont parallèles, car cette figure et son ombre portée sont les sec- 
tions d'une même surface conique ou cylindrique par deux plans 
parallèles. 

080. Les ombres de deux lignes éclairées par un même 
point sont deux surfaces coniques ayant même sommet, on deux 
surfaces cylindriques ayant leurs génératrices parallèles. Elles 
peuvent donc se couper au moins suivant une génératrice com- 
mune, mais le point ou cette droite coupe la seconde ligne est 
privé de lumière par le point où elle coupe la première, et c'est ce 
qu'on nom me l'ombre portée do cette première ligne sur la seconde. 

681. Ces deux points, dont l'un porte ombre sur l'autre, ont 
même ombre portée sur un plan, de sorte que quand deux lignes 
portent ombre l'une sur l'autre, leurs ombres portées sur un plan 
ou toute autre surface se coupent, et réciproquement: quand les 
ombres portées de deux lignes sur un plan se coupent, ces deux 
lignes portent ombre l'une sur l'autre. 

68S. Pour trouver l'ombre portée d'une ligne sur une autre 
ligne, on construit les ombres portées de ces lignes sur le plan 
horizontal. D'yn point où ces deux ombres portées se coopentou 
mène un rayon lumineux que l'on parcourt dans le sens opposé 
à la marche de la lumière, c'est-à-dire, en retournant vers le 
point lumineux. Le premier point que l'on rencontre sur une des 
deux lignes données est l'ombre portée sur cette ligne de celle 
que l'on rencontre ensuiîe. 
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On trouvera, fig. 534 et 53o, l'ombre portée d'une droite sur 
une droite, fig. 536 et 537, celle d'une droite sur une circonfé- 
rence parallèle au plan horizontal et, fig. 538, celle d'une circon- 
férence sur une autre circonférence parallèle au plan horizontal. 
Dans toutes ces figures les rayons lumineux sont parallèles, et 
leur direction est donnée par une flèche. 

683. La conception des ombres portées de lignes sur lignes 
est des plus fécondes, car pour trouver l'ombre portée d'une 
ligne sur une surface s on suppose sur cette surface un système 
de lignes dont les ombres portées sur plan horizontal soient 
faciles à construire, telles sont les génératrices d'une surface ré- 
glée, les parallèles d'une surface de révolution, et l'on construit 
les ombres portées sur les lignes de ce système. 

684. Un plan peut : 

1* N'avoir aucun point commun avec un polyèdre; 

2*" Passer par un sommet seulement de ce polyèdre ; on peut 
dire qu'il est alors tangent suivant un sommet; 

Z'* Passer par une arête sans couper le polyèdre, et être consi- 
déré comme tangent suivant une arête; 

A"" Contenir une face d'un polyèdre, et alors il est tangent sui- 
vant cette face ; 

5° Passer par une arcte et couper le polyèdre, il est alors sécant 
suivant cette arête; 

G"* Enfin, il peut couper le polyèdre d'une manière quelconque, 
c^est-à-dire sans contenir aucune arête. 

685. CJiaque face d'un polyèdre convexe est entièrement éclairée 
ou entièrement obscure. En effet, un polyèdre convexe est en entier 
d'un même côté du plan de chacune de ses faces ; il peut donc 
être entre un de ceâ plans et le point lumineux ; dans ce cas la 
face située dans ce plan est obscure puisque les rayons lumineux 
devraient traverser le polyèdre pour y arriver, mais lorsque le 
polyèdre est du côté de ce plan, opposé au point lumineux, rien 
ne se trouve entre celui-ci et la face située dans ce plan, et cette 
face est éclairée. 
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680. Quand un plan passant par le point lumineux est tangent 
suivant une arête^ des deux faces se coupant suivant cette arête^ 
une est éclairée et Vautre obscure. 

Les plans de ces faces déterminent de chaque côté du plan 
passant^par leur intersection un coin dont une des faces est placée 
entre l'autre et le point lumineux, la première face est donc 
éclairée et l'autre obscure. 

687. Quand un plan passant par le point lumineux et une 
arête éFun polyèdre coupe célui-^^ les deux faces se coupant suivant 
cette arête sont toutes les deux'édairées ou obscures. 

Les plans de ces deux faces déterminent un coin contenant le 
polyèdre. Si le point lumineux est en dehors de ce coin, mais 
dans le coin opposé, rien ne se trouve entre ce point lumineux et 
le plan de Tune des faces de ce coin. Ces deux faces sont donc 
éclairées ; mais si le point lumineux est dans le même coin que 
le polyèdre, celui-ci se trouve entre lui et chacune des faces du 
polyèdre, situées dans les faces de ce coin, et ces faces sont 
obscures. 

688. Lorsqu'un polyèdre convexe est soumis à l'action du 
soleil ou de tout autre corps lumineux, on y reconnaît trois es- 
pèces d'arêtes : 1^ les arêtes éclairées qui séparent des faces 
éclairées ; ^ les arêtes obscures qui séparent des faces obscures ; 
S"" et les arêtes d'ombre et de lumière, dont chacune sépare une 
face éclairée d'une obscure et qui constituent la ligne d'ombre et 
de lumière de ce polyèdre. 

689. V ombre d'un polyèdre est un tronc indéfini de pyramide 
convexe^ ou un prisme indéfini également convexe. En effet, le 
polyèdre se trouvant tout entier d'un même côté du plan passant 
par le point lumineux et une arête d'ombre et de lumière , son 
ombre en entierse trouve d'un même côté de ce plan, cette ombre 
est donc elle-même un polyèdre convexe. 

690. L'ombre d'un polyèdre convexe est limitée par la partie 
obscure de la surface de ce solide et par les ombres de ses arêtes 
d'ombre et de lumière. 
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691. L'ombre portée d'un polyèdre convexe sar ud pian est 
un polygone convexe, dont les côtés sont les ombres portées des 
arêtes d*ombre et de lumière de ce polyèdre, car : d'abord, une 
pyramide et un prisme convexes ne peuvent être coupés par un 
plan que suivant un polygone convexe ; ensuite, Tombre portée 
de ce polyèdre sur n'importe quelle surface est en entier d'un 
même côté du plan passant par le point lumineux et une d«s 
arêtes d'ombre et de lumière, par suite d'un même côté de l'in- 
tersection de ce plan avec cette surface. Si donc on prolonge 
l'ombre portée d'une de ces arêtes sur un plan, l'ombre portée 
du polyèdre sera en entier d'un même côté de ce protongement ; 
l'ombre portée de cette arête fait donc partie de la limite de ce 
polygone, c'en est donc un des côtés. 

608. Tofwr construire Vonibre portée cCun polyèdre convexe sur 
un flan^ on construit toutes les ombres portées des sommets de 
ce polyèdre sur ce plan. On exécute le polygone convexe ayant 
pour sommets un certain nombre de ces ombres portées et con- 
tenant toutes les autres ; ce polygone est l'ombre portée de- 
mandée. 

693. Pour construire la ligne îTombre et de lumière cPun po- 
lyèdre convexe^ on construit l'ombre portée de ce polyèdre sur 
un plan, et l'on remonte des côtés du polygone obtenu aux arêtes 
dont ils sont les ombres portées. 

En numérotant les sommets du polyèdre et leurs ombres por- 
tées, cette opération est très-facile. Dans lafpratique, avec un peu 
d'habitude, on sait presque toujours à priori quelles sont les 
arêtes d'ombre et de lumière. 

694. Quand plusieurs ombres portées de sommets se trou- 
vent sur un même côté du polygone constituant l'ombre portée 
du polyèdre, il y a un plan passant par le point lumineux et une 
des faces du polyèdre, et les rayons lumineux rasent cette face 
à laquelle ils sont parallèles. Ce cas est excessivement rare et on 
peut l'éviter en altérant si peu que ce soit la direction des rayons 
lumineux. 
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695. On décompose les polyèdres non convexes en convexes 
que Ton traite séparément. Mais on remarquera que deux faces 
ne peuvent porter ombre l'une sur l'autre que lorsqu'elles font 
partie d'un angle solide rentrant, car ce sont les seules dont 
les pians coupent le polyèdre, et départ et d'autre desquelles se 
trouvent des points de ce solide. 

606. On sait déjà que la ligne d'ombre et de lumière d'un 
corps rond est la courbe de contact du cône enveloppe à la sur- 
face de ce corps, ayant pour sommet le point lumineux, si celui-ci 
est à une distance finie; ou la courbe de contact du cylindre 
enveloppe dont les génératrices sont parallèles aux rayons lumi- 
neux, lorsque le point lumineux est à l'infini. 

607. L'ombre d'un corps rond est donc la partie, située au 
delà de ce corps, du cône ayant pour sommet le point lumineux 
et pour directrice la ligne d'ombre et de lumière de ce corps, si 
le point lumineux est à une distance finie; ou du cylindre dont 
la directrice est la ligne d'ombre et de lumière de ce corps et 
dont les génératrices sont parallèles à la direction des rayons 
lumineux, lorsque le point lumineux est à l'infini. 

698. Dans un cas comme dans Tautre, construire l'ombre 
portée d'un corps sur une surface revient à construire l'ombre 
portée sur cette surfape de la ligne d'ombre et de lumière 
de ce corps, et le problème peut souvent êlre résolu au naoyen 
des ombres portées de lignes sur lignes. 

699. Eemarque. Quand on doit porter des ombres sur un 
plan ou sur un système de droites parallèles entre elles, il y a 
toujours avantage à prendre un plan de projection perpendicu- 
laire à ce plan ou à ce système de droites; il suffit de se reporter 
au n* 86 pour en être convaincu. 
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DES POINTS BRILLANTS. 

900. Un point ed brillant quand le rayon lumineux qiii y 
arrive s'y réfléchit de manière à passer ensuite par le point de 
vue. Le point brillant tel que nous venons de le définir est réel. 
Il est virtuel quand un point opaque empêche la lumière d'y 
arriver, ou de parvenir à Tœil quand elle s'y est réfléchie, et il 
est imaginaire quand c'est le prolongement du rayon réfléchi 
qui passe par le point de vue. 

701. Sauf le cas de la ré&exion totale, les surfaces polies sont 
les seules qui réfléchissent la lumière; pour qu'un point soit bril- 
lant il faut donc qu'il fasse partie d'une surface polie; néanmoins 
on considère des points brillants de lignes, alors on consi- 
dère celles-ci comme des cylindres très-déliés, mais d'un dia- 
mètre appréciable comme un cheveu, un fil d'araignée, de cocon 
de soie, etc. 

108. La recherche des points brillants repose sur les lois de 
la réflexion de la lumière, et dont voici renoncé : i^ les deux 
rayons, incident et réfléchi, et la normale au point d'incidence 
sont dans un même plan ; â^ ils font de part et d'autre de la 
normale et avec cette droite des angles égaux. 

703. Quatre cas peuvent se présenter dans cette recherche : 

a. Le point de vjie et le point lumineux sont tous les deux à des 
distances finies. 

i. Le point lumineux est à l'infini et le point de vue à une 
distance finie. Les rayons lumineux sont alors parallèles entre 
eux et leur direction doit être donnée. C'est le cas des objets 
éclairés par le soleil et vus d'une distance finie. 

c. Le point lumineux est à une distance finie et le point de vue 
à l'infini. Dans ce cas,Ies rayons réfléchis, que l'on nomme rayons 
visuels parce qu'ils passent par le point de vue, sont parallèles 
entre eux et leur direction doit être donnée. Ce cas est fictif et 
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correspond à celui d*an corps éclairé par une lumière artificielle 
et vu d'une distance infinie comme une projection orthogonale. 

d. £nfin ; le point lumineux et le point de tuq sont tous les 
deux à l'infini; ce cas fictif est celui des projections orthogonales 
des corps éclairés par le soleil. 

Le dernier cas présente des considérations spéciales et doit 
être traité à part; nous examinerons donc d'abord les problèmes 
relatifs aux trois premiers. 

V04. Quant au point brillant d'une droite, il peut arriver que 
cette droite, le point de vue et le point lumineux soient ou ne 
soient pas dans un même plan. 

705. Lorsque la droite, le point lumineux et le point de vue 
sont dans un même plan, pour trouver le point brillant i de 
cette droite, il faut trouver un point de cette droite tel que les 
deux droites qui le joignent au point de vue et au point lumineux 
fassent des angles égaux avec la perpendiculaire menée en ce 
point à cette droite. 

a. Fig. 539. Quand le point lumineux et le point do vue 
sont à des distances finies, par le symétrique de l'un des deux 
points relativement à cette droite et l'autre point, on mène une 
droite. Le point où cette droite coupe la droite donnée est le 
point brillant demandé. 

b. Fig. 540. Quand le point de vue seulement est à une dis- 
tance finie, par son symétrique relativement à la droite donnée 
on mène une parallèle aux rayons lumineux; cette parallèle 
coupe la droite donnée au point demandé. 

c. Fig. 541. Lorsque le point lumineux seulement est à une 
distance finie, par son symétrique relativement à la droite 
donnée, on mène une parallèle aux rayons visuels ; elle coupe la 
droite donnée au point demandé. 

Les points brillants ainsi construits sont réels quand le point 
lumineux et le point de vue sont d'un même côté de la droite 
donnée, et imaginaires, lorsque ces points sont de part et d'autre 
de cette droite. 
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906. Qaand le point lumiDeux, le point de vue et la droite 
ne sont pas dans un même plan, la recherche du point brillant 
de cette droite repose sur la proposition suivante : 

Ia sommet cTune surface coniqfAe de révohdion est toujours le 
point hriUant de Faxe^ pour un point lumineux et un point de vue 
situés Tun sur Tune et le second sur Vautre nappe de cette surface. 
En d'autres termes, deux génératrices limitées au sommet et 
situées Tune sur une des nappes et la seconde sur Tantre^ peu- 
vent toujours être considérées Tune comme le rayon incident et 
l'autre comme le rayon réfléchi contre le sommet de cette surface 
conique. 

Fig. 843. Soit oo\ Taxe; s le sommet; as, bs deux généra- 
trices d'une surface conique de révolution. 

Prenons as=is et projetons sur le plan P passant par le som- 
met et perpendiculaire à l'axe oo'. 

Soit, a's la projection de as, et b's celle de hs. 

Joignons ab, dV. Soiti) le point où ab perce le plan P; p est le 
milieu de â5, par suite celui de a'h* projection de cib; le triangle 
dbs étant isocèle, l'angle a5p=rangle bsp, mais ps est perpen- 
diculaire à oo\ conséquemment les deux rayons as, sb font avec 
la normale jp5, à leur point d'incidence sur la droite oo', des angles 
égaux situés de part et d'autre de cette normale, et le point s est 
le point brillant de oo', relativement aux points a et & occupés 
l'un par le point lumineux et l'autre par le point de vue. 

La détermination du point brillant d'une droite, lorsque cette 
droite, le point lumineux et le point de vue ne sont pas dans un 
même plan, consiste à trouver le sommet de la surface conique 
de révolution dont l'axe est cette droite et dont chaque nappe 
contient le point lumineux ou le point de vue. Dans tous les cas 
on prend le plan horizontal perpendiculaire à cette droite. 

a. Fig. K43. Quand le point lumineux et le point de vue sont à 
une distance finie, on prend le plan vertical passant par Tun de 
ces points et la droite donnée, on fait tourner Tautre autour de 
cette droite, jusqu'à ce qu'il soit dans le plan vertical, et du côté 



— 300 — 

opposé à l'autre ; par celaî-ci et la position occupée par celui qui a 
tourné on mène une droite qui coupe ia droite donnée au point 
brillant demandé. 

h. Fig. 544. Quand le point lumineux est à Tinfini, on prend 
le plan vertical passant par ce point et la droite, on fait tourner 
le point de vue autour de cette droite jusqu'à ce qu'il soit dans 
le plan vertical, et à Topposé, relativement à cette droite du point 
lumineux; par la position occupée alors par le point lumineux 
on mène une parallèle aux rayons lumineux, et le point cherché 
est celui où cette parallèle coupe la droite donnée. 

c. Fig. 545. Lorsque le point de vue se trouve à l'infini, c'est 
par ce point et par la droite que l'on fait passer le plan vertical; 
c'est ce point lumineux que Ton fait tourner autour de la droite 
donnée jusqu'à ce qu'il soit dans le plan vertical, et c'est par la 
position qu'il occupe après ce déplacement que l'on mène une 
parallèle aux rayons visuels. 

707. Le point brillant d'une courbe relativement à un point 
lumineux et à un point de vue déterminé est en même temps le 
point brillant de la tangente à cette courbe ayant pour contact ce 
môme point. Supposons que l'on ait mené toutes les tangentes à 
une courbe C (fig. 546), et que l'on ait construit les points bril- 
lants p de ces tangentes, pour un point lumineux l et un point de 
vue V donnés, tous ces points constitueront une courbe passant 
par les points l, v et le point brillant b de la courbe donnée C ; 
cette ligne est ce qu'on nomme la courbe des points brillants des 
tangentes. Pour déterminer le point b avec plus de précision 
qu'au moyen de deux courbes se touchant extérieurement, on 
fait iutervenir deux autres courbes. Par le contact c d'une tan- 
gente à la courbe donnée, menons le plan normal à cette courbe, 
ce plan coupe le rayon lumineux aboutissant au point bril- 
lant p de cette tangente en un point s qui porte le nom de point 
sécant du rayon lumineux, et le rayon visuel pt; en un point g^ 
que l'on nomme le sécant des rayons visuels; l'ensemble des 
points analogues au premier est une courbe que l'on nomme la 
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sA^nte des rayons lumineux ^ et qui passe par le point lumineux 
et le point brillant h de la courbe donnée. 

L'ensemble des points analogues au second constitue la sécante 
des rayons visuels^ qui passe par le point de vue et par le point b. 
Quand la courbe est une circonférence, ces deux courbes passent 
par le centre. 

Quand la courbe donnée, le point de vue et le point lumineux 
sont dans un même plan, comme pour les iBg. 546 et 547, au 
lieu de considérer les plans normaux, on considère les normales 
aux points de contact des tangentes. 

La fig. 546 montre la construction du point brillant réel d'une 
circonférence pour un point de vue et un point lumineux situés 
à des distances finies. 

La fig. 547 donne les mêmes constructions pour un point 
lumineux à Tinfini et un point de vue à une distance finie; on 
n^a construit que la sécante des rayons visuels. Si l'on exécutait 
les constructions pour toutes les tangentes, on trouverait deux 
courbes de chaque espèce, un point brillant réel , un virtuel et 
deux imaginaires (1). 

708. Pour avoir le point brillant d'un plan, il est toujours 
avantageux de prendre le plan vertical perpendiculaire à ce 
plan. 

a. Fig. 548. Quand.le point lumineux et le point de vue sont 
à des distances finies, par l'un de ces points et le symétrique de 
l'autre par rapport au plan donné (i89), on mène une droite. Le 
point cherché est celui où cette droite perce ce plan. 

b. Fig. 549. Quand le point lumineux est à l'infini, par le sy- 
métrique du point de vue relativement au plan donné, on mène 
une droite parallèle aux rayons lumineux. L'intersection de cette 
droite avec ce plan est le point brillant demandé. 

c. Fig. 550. Qaand le point de vue est à l'infini, on mène une 
parallèle aux rayons visuels par le symétrique du point lumi- 

(i) Cette théorie des points brillants a été prise dans le Traité de la tcience du dessin, par 
M. Vallée, ouvrage des plus recommandables. 
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nenx relativement au plan donné. Le point où celui-ci est percé 
par cette droite auxiliaire est le point demandé. 

Le point brillant est réel quand le point lumineux et le point 
de vue sont d*un même côté du plan donné; il est imaginaire, 
quand ces deux points sont de part et d'autre de ce plan. 

7119. La détermination des points brillants des surfaces quel- 
conques repose sur les considérations suivantes : 

Lorsque le point brillant d*un plan, relativement à deux points 
donnés, se trouve sur le contact de ce plan avec une surface z, 
c'est en même temps le point brillant de x relativement à ces 
deux points. L'ensemble de tous les points brillants des plans 
tangents à cette surface constitue une deuxième surface qui tou- 
che 2 au point brillant de cette surface, seulement cette surface 
se réduit à une courbe, lorsque 2 est développable et cette 
courbe passe par le point brillant de 2. 

Le point brillant de 2 est en même temps le point brillant de 
toute ligne passant par ce point sur 2. Réciproquement, si Ton 
considère les points brillants d'un système de lignes situées 
sur 2, cet ensemble constitue une courbe située sur 2 et passant 
par le point brillant de cette surface. 

Enfin, puisqu'un rayon incident, le rayon réfléchi et la nor-* 
maie au point d'incidence, sont dans un même plan, cette nor- 
male coupe la droite vl joignant le point lumineux au point de 
vue. Si donc, on construit les pieds des normales à z, coupant la 
droite t?Z, on a encore une courbe passant parle point brillantde £. 

710. Pour construire le point brillant d'une surface z relati- 
vement à un point lumineux et à un point de vue donnés, on 
construit deux des lignes suivantes : 

1* Le lieu des points brillants d'un système de lignes situées 
surs; 

2* Le lieu d^ points brillants d'un second système de lignes 
situées sur s ; 

3^ Le lieu des points brillants des plans tangents lorsque la 
surface est développable; 
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4^ Le lieu des pieds des normales coupant la droite passant 
par le point lumineux et le point visuel. 

Il est inutile de dire que Ton s'arrange de manière que les 
constructions soient le plus faciles possible. 

711. Quand il s'agit d'une sphère, les constructions sont très- 
simples, car le plan passant par un rayon qui se réfléchit contre 
la surface de cette sphère passe toujours par le centre de cette 
figure, et le point brillant de cette sphère se confond avec celui 
de la circonférence de son grand cercle dont le plan passe par 
le point lumineux et le point de vue. La fig. S51 donne le point 
brillant d'une surface cylindrique construit au moyen des points 
brillants des génératrices et des pieds des normales coupant le 
rayon lumineux passant par le point de vue. 

719. Quand le point lumineux et le point de vue sont tous les 
deux à l'infini, les rayons lumineux sont parallèles entre eux ; il 
en est de même des rayons visuels et par suite de toutes les nor- 
males aux points brillants. Soient deux points brillants &, V 
(fig. 552), on a $1 parallèle à sV^ Vxf parallèle à &v, angle 
s6t?=sT/i/, par suite angle ^—ifVn\ et bn parallèle à Vn!. 

On construit donc le rayon lumineux sb aboutissant à un 
point b, le rayon visuel hv partant de ce point h et la bissectrice 
In de Tangle ainsi formé; hn est ce qu'on nomme la direction 
commune des normales^ et la recherche du point brillant d'une sur- 
face s revient à trouver le contact d'un plan tangent à z et per- 
pendiculaire à la direction commune des normales, ou le pied de 
la normale à s, parallèle à cette direction commune. 

713. Lorsqu'une droite et un plan sont perpendiculaires à la 
direction commune des normales, ils brillent dans toute leur 
étendue ; on en a la preuve quand le soleil est près de se coucher 
et que l'on voit flamboyer toutes les vitres d*un édifice situé à 
une assez grande distance pour que les rayons lumineux qui en 
arrivent soient sensiblement parallèles. Mais lorsque cette droite 
et ce plan ne sont pas perpendiculaires à cette direction commune, 
il n'ont aucun point brillant. 
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714. Rigoureusement il n'y a ni point lumineux ni point bril- 
lant, le corps lumineux devant toujours avoir une certaine 
étendue pour être appréciable* Il en est de même d'une image 
brillante qui n'est que l'ensemble des points brillants correspon- 
dant chacun à un des points de la surface lumineuse. Quelle que 
soit la forme d'une surface lumineuse circonscrite, quand on la 
regarde de très-loin, elle parait toujours circulaire, de sorte que 
l'image brillante produite par une telle surface peut toujours être 
remplacée par celle qui serait déterminée par une demi-sphère 
lumineuse, et pour la construire on se contente de déterminer le 
point brillant correspondant au centre de cette demi-sphère. On 
considère ensuite ce point comme le centre d'un cercle brillant 
d'autant plus petit que la courbure de la surface polie est plus 
grande. 

M5. Si les surfaces ne sont jamais complètement polies, elles 
ne sont jamais complètement mates, de sorte que les points qui 
seraient brillants si elles étaient polies, nous envoient plus de 
lumière que les autres lorsqu'elles sont mates ; c'est pourquoi on 
leur donne le nom de points déplus grand éclat; on les déter- 
mine absolument de la même manière que les points brillants 
qu'ils remplacent. 

716. Même lorsque les surfaces sont mates, leurs arêtes, 
qu'elles soient saillantes ou rentrantes, sont douées d'un poJi 
appréciable et par cela même jouissent d'un plus grand éclat que 
les portions de surfaces qu'elles limitent, car elles sont toujours 
frappées par des rayons de lumière atmosphérique dirigés de 
telle manière qu'ils puissent se réfléchir de façon à passer par 
le point de vue. 
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INTENSITÉS DES CLAIRS ET DES OBSCURS. 

717. Objectivement l'éclat d'une surface est proportionnel à 
la quantité de lumière émise durant l'unité de temps par un clé- 
ment de cette surface, mais subjectivement il est proportionnel 
à la quantité de lumière qu^un même élénient de la rétine reçoit 
de cette surface. 

Fig. 555. Soit o le centre optique de l'œil; ctbcd un élément 
plan d'une surface lumineuse et aWd\ l'élément qu'il affecte de 
la rétine. Soit a la quantité de lumière reçue de abcd par un 
point situé à l'unité de distance. 

Soit â et D la distance du point o aux éléments a'Vc'd' et àbcd, 

La quantité de lumière reçue par l'élément a'Vc'd' est égale à 
Q : D' puisque l'intensité de la lumière dans le vide est en raison 
inverse du carré de la distance. 

La quantité reçue par l'unité de surface de la rétine est donc 

,j-] / s/ ; mais a'6Vd' et àbcd peuvent être considérés comme deux 

(l c et 

sections d'une même pyramide par deux plans parallèles, et l'on 
peut poser a'Vc'd'=abcdXd* ^ D% et par suite la quantité 

La quantité de lumière reçue d'une suidface lumineuse par 
l'unité de surface de la rétine est donc indépendante de la dis- 
tance à laquelle l'oeil se trouve de cette surface et conséquemment 
dans le vide une même surface serait vue avec le mène éclat de 
toute distance. 

918. Quand une surface ne transmet de la lumière que par 
réflexion, comme c'est le cas pour les surfaces éclairées, il est 
évident que la quantité de lumière réfléchie par un élément et, 
par suite, l'éclat de cette surface, sont proportionnels à la quantité 
de lumière que cet élément reçoit d'une source lumineuse. Quand 
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celle-ci peut être considérée comme un point situé à une dis- 
tance finie, la quantité de lumière reçue par un élément plan est 
en raison inverse du carré de la distance et en raison directe du 
sinus de l'angle que forment les rayons lumineux avec cet élé- 
ment plan. Quand \e point lumineux est à l'infini, c'est-à-dire 
que les rayons lumineux sont parallèles, la distance parcourue 
par ces rayons n'exerce aucune influence sur leur intensité, 
lorsque cette distance a été parcourue dans le vide; de sorte que 
danslevidCj V éclat d'un élément pla/n éclairé par un point lumineux 
est proportionnel à Tinverse du carré de la distance de cet élément 
au corps lumineux si cette distance est finie^ et au sinus de Vangle 
formé par les rayons lumineux avec cet élément plan. Lorsque 
les rayons lumineux sont parallèles^ la distame qu^ils ont par^- 
courue n^exerce aucune influence. 

119. S'il n'existait qu'un seul corps lumineux et un seul 
corps opaque, celui-ci serait invisible si sa surface était parfaite- 
ment polie. La présence de ce corps ne serait décelée que par le 
point brillant de sa surface, mais rien ne pourrait en faire recon- 
naître la forme, la grandeur et la position. Ce corps serait en 
partie visible si sa surface était mate, mais l'ombre et la partie 
obscure de la surface de ce corps seraient complètement invisi- 
bles, puisque aucun de leur point ne recevant de lumière n'en 
pourrait transmettre. 

VtiO. Mais les choses ne se passent pas ainsi dans la nature. 
D'abord, en ne considérant même qu'un seul corps lumineux, 
le soleil, comme il y a un très-grand nombre de corps opaques, 
et que chacun d'eux renvoie dans toutes les directions une partie 
de la lumière qu'il a reçue du soleil, l'espace est traversé dans 
tous les sens par des rayons émanés du soleil, mais déviés de 
leur direction par des réflexions successives. 

L'air qui enveloppe la terre tient en suspension une foule de 
corpuscules opaques qui réfléchissent la lumière solaire dans 
toutes les directions. On en a la preuve quand on se trouve dans 
un lieu limité par des parois opaques, mais où un faisceau de 
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rayons solaires peut pénétrer par une petite ouverture, non-seu* 
lement on voit tous les corpuscules frappés par ces rayons, mais 
encore les objets qui se trouvent en dehors de ce faisceau, et qui 
ne peuvent être éclairés que par de la lumière réfléchie par ces 
corpuscules. 

7S1. L'atmosphère agit donc d'abord comme corps en partie 
opaque pour les rayons venant directement d'un corps lumi- 
neux, et ensuite comme corps lumineux. 

Cette lumière, détournée de sa direction primitive par les cor-- 
puscules, porte le nom de lumière atmosphérique ou aérienne. 

C'est elle qui nous permet de voir les surfaces polies et les 
objets situés dans les ombres solaires. Son rôle est tellement 
important, qu'il a fait donner le nom de perspective aérienne à 
la détermination de la teinte d'un élément déterminé d'une sur* 
face donnée. 

Ti9. On ne connaît pas la loi suivant laquelle agit cette opa- 
cité partielle de l'air; opacité variable du reste avec l'état de 
l'atmosphère ; on peut seulement affirmer que dans l'air l'inten- 
sité de la lumière émanant d'un point diminue plus rapidement 
que suivant l'inverse du carré de la distance. Lorsque les rayons 
sont parallèles, on peut admettre que leur intensité diminue sui- 
vant l'inverse de la distance parcourue. Quant au pouvoir éclai- 
rant, on conçoit qu'il augmente avec la masse d'air pouvant 
envoyer des rayons vers un même point ; qu'il varie avec la 
direction relative des rayons atmosphériques relativement à celle 
des rayons venant directement du soleil, et qu'il existe une 
direction pour laquelle l'intensité de la lumière atmosphérique 
est maximum. On a donné à cette direction le nom de rayon 
atmosphérique principal ; elle est toujours dans le même plan 
vertical que le rayon direct, et lorsque celui-ci fait un angle 
de 45^ avec l'horizon, ces deux rayons sont perpendiculaires 
entre eux et descendent tous les deux vers le même point. 

993. Supposons maintenant qu'un corps s'éloigne. A mesure 
qu'il s'éloigne, la quantité de lumière que l'on reçoit de la partie 
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éclairée de la sarface dimioue, sans être compensée par la 
lamîère que Ton reçoit de Fair interposé, et cette partie parait de 
moins en moins claire. En revanche, la lumière venant de l'air 
placé en face de la partie obscure de cette surface, agissant seule 
sur la rétine, est perçue et produit le même effet que si elle 
venait de cette partie obscure à laquelle on Tattribue, et qui 
parait de moins en moins obscure ; de là le principe suivant que 
Ton peut regarder comme le plus important de la perspective 
aérienne : à mesure que les corps s'éloignent dans Vatmosphère, les 
parties claires de leurs surfaces s'assombrissent^ et leurs parties 
sombres s* éclairent^ et finissent par avoir la même teinte. 

9S4. L'atmosphère n'agit pas seulement en modifiant l'inten- 
sité des clairs et des obscurs, il modifie aussi la couleur des sur- 
faces. Quand le ciel est bien pur, qu'il n^y a pas de nuages 
au-dessus de l'horizon et que le soleil est près de se coucher, que 
Ton fasse porter une ombre sur la face d'un mur exposé au cou- 
chant, cetleombre, qui sera éclairée parla lumière atmosphérique, 
se détachera sur le mur en une figure d'un bleu magnifique ; la 
lumière atmosphérique est donc bleue et cette couleur se com- 
bine avec celle de la surface écfeirée par l'air, de sorte que 
à m^wre qv^une surface s^éloigne , sa couleur s'altère en se 
combinant avec la couleur bleue, et à la limite de V horizon elle finit 
par être d'un bleu sombre qui se détache sur la partie opposée du 
ciel. Telles nous apparaissent les montagnes vues de très-loin, 
lorsque le ciel est dépourvu de nuages dont le blanc éclatant 
peut offusquer la lumière atmosphérique. 

795. Les ombres elles-mêmes n'ont pas partout la même 
intensité, à mesure qu'elles s'éloignent des corps qui les déter- 
minent la partie de l'atmosphère qui peut les éclairer augmente; 
de là le principe suivant : A mesure que Von s'éloigne d^un corps, 
V ombre et les ombres portées de ce corps s'éclairent et finissent par 
diparaître si la distance devient très-grande. 

11 suffit de considérer l'ombre portée sur le sol par un poteau 
très-élevé pour être convaincu de la vérité de ce fait. Au reste 
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tous les principes exposés jusqu'ici peuvent être vérifiés par 
l'observation. 



Gonyeiitions sur le mode d'éclairage. 

7ti6. La position du soleil relativement à la terre variant du 
matin au soir, le mode d'éclairage d'un corps placé à la surface 
du sol change constamment. 11 a donc fallu fixer ce mode en 
déterminant l'instant de la journée on l'on regarde le corps. On 
suppose que l'on regarde vers le nord, où se trouve ce corps, et 
qu'il est environ trois heures après-midi, que la hauteur du 
soleil au-dessus de l'horizon est d'environ 45° et que le plan ver- 
tical est perpendiculaire au méridien du lieu, de manière que les 
projections des rayons lumineux fassent, comme dans la fig.554, 
des angles de 45^ avec la ligne de terre et que la lumière s'avance 
en descendant de gauche à droite. Quand on emploie d'autres 
plans de projection, il faut projeter sur chacun d'eux la direc- 
tion de ces rayons lumineux. On suppose les rayons venant du 
soleil parallèles entre eux, ce qui n'est vrai qu'approximative- 
ment. Rigoureusement les ombres solaires sont accompagnées 
de pénombres, mais qui sont si étroites qu'on n'en tient pas 
compte ; il sufiBt de fondre légèrement les ombres portées sur 
leur bord pour représenter l'effet qu'elles produisent. 

7V9. Lorsqu'il s'agit des projections orthogonales, on se 
trouve dans le cas d'un corps éclairé par un point situé à l'infini 
et vu d'une distance infinie. Les surfaces planes, les surfaces 
développables et les arêtes rectil ignés n'ont presque jamais de 
point brillant déterminé directement par le soleil. Pour plus de 
simplicité, on suppose mates toutes les surfaces et l'on ne tient 
compte du poli que pour les arêtes. 

Afin de nous rendre compte des effets produits par ces arêtes, 
nous devons étudier ce qui se passe sur une surface cylindrique 
de révolution. 
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7S8. Soit doDC (fig. 555) nne surface cylindrique de révo- 
lution dont Taxe est perpendiculaire au plan horizontal. La par- 
tie visible éclairée directement par le soleil est comprise entre 
la génératrice 5 de contour apparent sur le plan vertical à gau- 
che, et la génératrice 2 d'ombre et de lumière. 

Si cette surface était complètement polie, on ne la verrait que 
par la lumière atmosphérique, mais ce poli n^est jamais parfait, 
et de la portion comprise entre les génératrices 2, 5, celle qui nous 
parait le plus claire est celle qui est le mieux éclairée: c'est la 
génératrice n^ 1 qui se trouve dans le plan passant par Taxe et 
parallèle aux rayons lumineux, car c'est celle qui contient les 
points oiï les rayons incidents font le plus grand angle 
avec les éléments plans qui les reçoivent; de cette généra- 
trice aux génératrices 2 et 3, l'éclat va en diminuant, mais 
beaucoup plus rapidement vers la première que vers l'autre. 
La génératrice n^ 2 est la plus sombre de toutes et elle est 
d'autant plus sombre et plus nette que la surface est mieux 
polie, et qu'il y a moins d'aspérités dont les extrémités peuvent 
être éclairées; de la génératrice n® 2 à la génératrice n® 4 de 
contour apparent à droite, l'intensité de l'obscurité diminue, 
la surface étant de mieux en mieux éclairée par la lumière atmos- 
phérique. 

Ainsi donc lorsque la surface cylindrique est suffisamment 
polie, les deux génératrices de contour apparent sont presque 
aussi sombres l'une que l'autre. Lorsque cette surface est mate, 
la différence entre les teintes de ces deux génératrices doit être 
plus grande, et il est bien entendu que c'est la génératrice n^ 4, 
qui doit toujours être la plus sombre des deux. 

9SO. Dans la nature il n'y a pas d'arêtes mathématiques ; 
même pour les corps les plus durs, deux faces planes qui parais- 
sent se couper sont raccordées par une portion de surface cylin- 
drique dont le rayon est d'autant plus grand que la substance du 
corps est plus molle et plus friable. Cette bande cylindrique est 
toujours plus ou moins polie, et douée d'un plus grand éclat soit 
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par la lumière directe, soit par la lamière atmosphérique qai s'y 
réfléchit. 

730. Lorsqu'une arête est éclairée, il peut se présenter deux 
cas : lo Une des faces qu'elle limite est visible et l'autre invisible 
comme l'arête n<> 1 du cube (fig. 556) ; alors une partie de la 
bande cylindrique correspondante, celle qui se trouve contre la 
génératrice de contour apparent à gauche est plus sombre que 
celle qui louche immédiatement la face visible qu'elle limite. 
L'arête alors parait comme une bande brillante ou plus éclatante 
bordée par une ligne sombre ; 

2^ Les deux faces éclairées sont visibles, comme pour l'arête 
sa de la pyramide (fig. 557); alors cette arête se détache comme 
une bande brillante ou plus éclatante que les deux faces qu'elle 
sépare, et il ne doit pas y avoir de trait sombre pour exprimer 
cette arête. 

Lorsqu'une arête est obscure, elle se détache toujours et 
parait comme une bande moins sombre que les faces qu'elle 
limite 

931. Quant aux arêtes d'ombre et de lumière, comme l'arête 
n** 2 du cube (fig. 556), lorsqu'elles limitent une face visible, elles 
se présentent toujours comme des bandes sombres d'une largeur 
d'autant plus grande que le corps est plus mou et plus friable; ces 
bandes sont les parties obscures des surfaces cylindriques rem- 
plaçant ces arêtes. On les exprime donc par des traits larges 
d'autant plus foncés qu'ils sont plus étroits et auxquels on donne 
le nom de traits de farce. 

73S. Terminons ce qui concerne la perspective aérienne en 
disant qu'on ne peut en appliquer les principes que sous la direc- 
tion d'un professeur de dessin, et qu'en étudiant avec attention 
des photographies bien faites de corps éclairés par le soleil. 

V33. Voici néanmoins les épures d'ombre pour la plupart des 
formes élémentaires employées le plus souvent. 

Fig. 558. Ombre portée sur plan horizontal d'un parallèlipipède 
rectangle reposant sur ce plan. 
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Fig. S59. Arêtes d'ombre et de lumière, et ombre portée sur 
les plans de projection par une pyramide quadrangulaire dont la 
base est dans le plan horizontal. 

Fig. 560. Ombre portée sur le sol par une croix plantée. 

Fig. 561. Ombres portées sur le sol et sur son fond par une 
auge quadrangulaire. 

Fig. 562. Ombres portées sur le sol et sur ses parois inté- 
rieures par une trémie rectangulaire. 

Fig. 563. Ombre portée sur le fond d'une niche quadrangu- 
laire, par les faces de cette niche,, et sur le plan d'un mur par 
un linteau faisant saillie sur ce mur. 

Fig. 564. Lignes d'ombre et de lumière et ombres portées 
d'un poteau surmonté d'une tète rectangulaire terminée par une 
pyramide. 

Fig. 565. Ombre d'un escalier royal. 

Fig. 566. Ombre portée par un tuyau de cheminée sur un ver- 
sant de toit. 

Fig. 567. Ombre portée par une lucarne sur un pan de toit. 

Fig. 568. Ombre d'un boulon cylindrique surmonté d'une 
tète de même forme. 

Fig. 569. Ombre portée sur l'intérieur d'une niche cylindri- 
que recouverte par une plate-bande. 

Fig. 570. Ombre portée sur l'intérieur d'un demi-cylindre 
surmonté d'un disque entier (base d'un piston). 

Fig. 571. Ligne d'ombre et de lumière d'un cône droit, ombres 
portées par ce cône et une barre perpendiculaire au plan ver- 
tical. 

Fig. 572. Ombres portées sur le sol et dans l'intérieur d'un 
pétrin cylindrique. 

Fig. 573. Robinet placé sur un tuyau cylindrique. 

Fig. 574. Gobelet posé sur le plan horizontal. 

Fig. 575. Écuelle hémisphérique posée sur le plan hori- 
zojital. 

Le lecteur doit se rendre compte par lui-même des opérations 
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cxcculées et des résultais obtenus. Les dessins ombrés fourmil- 
lent dans les traités de physique, de mécanique, de construction 
de machines. 

Qu'il s'habitue à les étudier avec soin, à les imiter, et il devien- 
dra habile en très -peu de temps. 
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PERSPECTIVE UNÉAIRE. 

734. Nous supposerons que le tableau est une portion de plan 
vertical et que Taxe optique de Tœil placé au point de vue est 
perpendiculaire à ce plan. 

Fig. 576. Soit ABCD le tableau. le point de vue; F le pied 
de la perpendiculaire menée du point de vue au plan du tableau. 
OF est ce qu'on nomme le rayon principal ; 
F > > point principal OM de fuite. 

^horizontale du tableau passant par le point de fuite est Yl^ri- 
zontale principale ou la ligne d'horizon. 

Les deux points H situés sur cette horizontale à une distance 
égale à d, distance du point de vue au tableau, sont ce qu'on 
nomme les points de distance. 

On les distingue par points de distance de droite ou de gauche. 

735. On ne peut représenter que les points situés au delà du 
plan du tableau; conséquemment lorsqu'une droite perce le plan, 
on no peut représenter que la partie qui se trouve au delà de ce 
plan, et la perspective de cette droite commence au pied de celte 
droite, c'est-à-dire au point où elle perce le plan du tableau. Mais 
alors, quoique cette partie soit indéfiniment grande, sa perspec- 
tive est limitée au point où le tableau est percé par la parallèle 
menée du point de vue à cette droite. 

Fig. 577. Soit pq la droite, oc la parallèle menée du point o à 
pq et pergant le tableau au point c. 

La droite i)c fait partie de l'intersection du tableau avec le plan 
passant par le point o et la droite jpj et contient les perspectives de 
tous les points de pq. Soit mf la perspective du point w, l'angle 
com' est égal à l'angle pmm'. Celui-ci diminue à mesure que le 
point m s'éloigne du tableau, mais il ne devient nul que lorsque 
ce point est à l'infini ; dans ce cas seulement le point m' se con- 
fond avec le point c, donc celui-ci est ïa perspective du point 
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de pq_ situé à l'infini, donc : Quand une droite perce le plan du 
tableau^ sa perspective est finie; elle commence au pied de cette droite 
et finit au point où le tableau est percé par la parallèle menée du 
point de vue à cette droite. 

VSO.^Si l'on représente par p la distance de celle droite au point 

de vue et par « l'angle que forme cette droite avec le tableau, on 
trouve que cp=p : sin *; que la longueur de la perspective â^une 
droite perçant le tableau est égale au quotient de la distance de cette 
droite au point de vue par le sinus de V angle que forme cette droite 
avec le tableau^ et que la perspective d'une droite passant par le 
point de vue se réduit à un point. 

131. La perspective de toute autre droite p'q' parallèle à oc 
finirait également au point c; conséquemmenl, toutes les perspec- 
tives 3! un système de droites parallèles entre elles et perçant le plan 
du tableau vont aboutir à un même point que Von nomme le point 
de concours de ce système. 

138. Nommons aTangle ocp que forment les parallèles kpq 
avec le plan du tableau, le triangle OFC étant rectangle en F, 
on a GF=OF cotang a; il en résulte que tous les systèmes de droites 
parotides entre elles et faisant lemême angle avec le plan du tableau j 
ont leurs points de concours sur une circonférence ayant pour centre 
le point de fuite et pour rayon le produit de la distance du point de 
vue au tableau par la cotangente de cet angle. 

139. Quand a, est droit, d cotg. a=o et le rayon de cette cir- 
conférence est nul ; donc les perpendiculaires au plan du tableau 
ont pour point de concours le point de fuite. 

140. Quand «=43% cotg. «=1, d cotg. a=5; conséquemment 
les parallèles à oH concourent au point H; ces parallèles sont des 
horizontales faisant 45** avec le tableau, et l'on dit que les horizon- 
tales faisant 43^ avec le tableau ont pour points de concours les points 
de distance : il est bien entendu que celles qui s'avancent vers la 
droite concourent au point de distance de droite et les autres à 
celui de gauche. 

141. Lorsque l'angle a est nul, c'est-à-dire, lorsque les droites 
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sont parallèles au plan du tableau, cotg. a=oo et les perspectives 
de ces droites ne se coupent qu'à Tinfini et sont conséquemment 
parallèles entre elles. On pouvait prévoir cette conséquence, car 
alors chacune de ces droites est parallèle à sa perspective, et cette 
perspective est illimitée puisque la droite est en entier d'un même 
côté du plan du tableau. De là le principe que lorsqw des droites 
sout parallèles entre elles et au plan du tableau^ elles sont parallèles 
à leurs perspectives qui sont illimitées. 

La perspective d'une verticale est donc une verticale du tableau ; 
celle d'une parallèle au pied du tableau (intersection du plan du 
tableau avec un plan Jiorizontal)^ une horizontale du tableau. 

949. Fig. 578. Soit wW la perspective d'une portion mn d'une 
parallèle au plan du tableau. Nommons d la distance du point de 
vue et D celle do mn au plan du tableau, on a 

m'n' ; mn^=om': ofw=d : D-|-d; 

d'où m^n^=mn. .. , >^ 

a-\-\i 

Conséquemment : 1° La grandeur delà perspective tCune même 
portion de par (Mêle au plan du tableau diminue lorsque la distance 
de cette parallèle à ce plan augmente; 2** Les longueurs desperS' 
pectives de portions égales Sune même droite parallèle au plan du 
tableau sont égales. 

743. Soit PQ (fig. 579) une perpendiculaire au plan du 
tableau et p=PF la longueur de sa perspective; soient w',n' les 
perspectives de m,w ; faisons Pm=L, mn=^ ; Pm'=Z et m'n'==^. 
Les triangles OFw', Pmiw' sont semblables et donnent OF : 

Pm=Fm' : Pm' ou d : L=^— Z : Z, d'où 

d+h : L=p : l d'où Z=^^ 

Remplaçons L par L+a et l par ï-}-^ et nous aurons 

m=|i!d±i et ensuite 

pL-\-p^ jpL pd\ 



d+L+A d+L (L+d)(L+d+A) 
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Faisons snccessivement 1^ égale à 0, 1", 2", 3", etc., et a égal à 
1" nous anrons 

pd . pd pd 



W)(+l) (d+l)((H-2) "• ld+2)(d+5) 

f{d-\-n — l)(d-f-n) 
Le perspective d'une longueur égale à un mètre diminue donc 
très-rapidement à mesure que Ton s'éloigne du tableau. 

744. Lorsqu'une droite est oblique au plan du tableau, la 
perspective d'une de ses portions de même longueur diminue 
encore très-rapidement à mesure que Ton s'éloigne du tableau, 
mais la loi suivant laquelle cette diminution a lieu est compliquée 
et n'a aucune utilité pratique. 

745. Construire les perspectives des points partageant une per^ 
pendiculaire au plan du tableau^ en parties égales. 

Fig. 580. Soit P le pied de la perpendiculaire donnée, F le 
point de fuite et le point de vue, on joinè au point les points 
de division i, 2, 5, etc.; de la droite donnée les points où les 
droites ainsi construites coupent PF sont les perspectives deman- 
dées. 

746. Construire la perspective de la perpendiculaire A au 
tableauy passant par un point dont la perspective est donnée. 

Fig. 581. On joint la perspective m' du point donné au point 
de fuite. (739). 

747. Construire la perspective de la verticale B, passant par 
un point dont la perspective est donnée. 

Par la perspective m' du point donné on mène une verticale du 
tableau 730). 

748. Construire la perspective de la parallèle G au pied du 
tableau passant par un point dont la perspective est donnée. 

Cest l'horizontale du tableau passant par la perspective m' 
du point donné (741). 

749. Construire les perspectives des horizontales à 45<> D(i 
passant par un point dont la perspective est donnée. 
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On joint la perspective m' da point donné aux points de dis- 
tance H (740). 

750. Construire la perspective de la parallèle X, à une droite 
dont la perspective K' est connue, et passant par un point dont la 
perspective est donnée. 

On joint le point m' au point de concours de la droite K (737). 

151. Lorsque le point de concours d'un système de droites 
parallèles est en dehors du tableau, on peut néanmoins, sans 
sortir du tableau, construire la perspective de la droite de ce 
système passant par un point dont la perspective est donnée, 
lorsque les perspectives de deux droites de ce système sont déjà 
construites. Il suffit pour cela de se rappeler que lorsque trois 
droites interceptent des parties proportionnelles de deux droites 
parallèles, elles concourent en un même point. 

Fig. 582. Soit aa' et 66' les perspectives de deux droites pa- 
rallèles entre elles, et m' la perspective du point par lequel on 
veut leur mener une parallèle. On mène par m', a'6' parallèle à 
ah; on joint a'5, on mène a» parallèle à 66' ; ap parallèle à a6; on 
joint m'6, puis on mène 7c parallèle à p6, el la droite m'c est la 
perspective demandée. On a : 

a^ == oc; Pf = 6c, comme portions de parallèles entre paral- 
lèles; ensuite 

a'fw' : 6'm' = «7 : «^P = «^ • 6c, 
ce qui prouve que les trois droites a'a, m'c, h'h concourent en un 
même point. 

Le point 6, que l'on prend sur un des bords du tableau est ce 
qu'on nomme un faux point de concours, 

75S. Quand un plan coupe le plan du tableau, sa perspective 
est limitée : !<> par son intersection avec le pian du tableau ; et 
2« par l'intersection du tableau avec le plan mené parallèlement 
au premier par le point de vue. 

Fig. 583. Soit a6, l'intersection d'un plan P avec le plan du 
tableau ; cd^ l'intersection de celui-ci avec le plan Q passant par 
le point de vue, et parallèle à P. Toute droite hn située dans le 
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plan P a son point de concours sur cd, car celle qui lui est menée 
parallèlement par le point de vue est dans le plan Q * et ne peut 
percer le tableau que sur Tintersection de ce tableau avec Q. La 
perspective de tous les points de cette droite cA et par suite de 
tous ceux du plan P est donc entièrement entre les deux droites 
àb et cclj donc la perspective cCun plan coupant le tableau^ com- 
mence à Vintersection de ce plan avec celui du tableau et finit à Vin- 
tersection du tableau avec le plan mené parallèlement au premier 
par le point de vue. 

753. La seconde limite de la perspective d'un plan est le lieu 
géométrique des points de concours des droites situées dans ce 
plan. Parmi ces droites, celles qui sont parallèles aux limites de 
la perspective de ce plan, et dont les perspectives sont parallèles 
à ces limites (741), sont les seules qui soient parallèles au plan du 
tableau. 

754. Tout plan parallèle au plan Q a pour seconde limite de 
sa perspective la droite cd; conséquemment, tous les plans cou- 
pant le tableau et parallèles entre eux ont leurs perspectives finis- 
sant à la même droite^ Vintersection du tableau avec celui de ces 
plans qui passe par le point de vue. Cette limite commune aux 
perspectives de ces plans est ce qu'on nomme la ligne de concours 
de ce système de plan. 

755. Soit ac^ am, oc, les intersections du tableau et des plans 
P, Q, avec un plan qui leur est perpendiculaire et passant par le 
rayon principal OF. Soit a la distance du point de vue au plan P 
faisant un angle « = oeî avec le plan du tableau, cl étant perpen- 
diculaire à oc, ou 3iac=al : sin «= a : sina. Maisocestla largeur de 
la perspective du plan P, donc : la largeur de la perspective d!un 
plan qxd coupe le tableau est égale à la distance de ce plan au point 
de vue, divisée par le sinus de Vanglé que forme ce plan ave-c le 
plan du tableau. , 

756. Quand la distance a est nulle, la largeur de cette pers- 
pective est nulle, c'est-à-dire que la perspective d'unplan passant 
par le point de vue se réduit à wne droitç. 
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757. Quand Tangle « est droit, la largeur de cette perspective 
est égale à \ mais alors le point de vue et le point de fuite sont 
également distants du plan P, le point de fuite est donc sur la 
ligne de concours de ce plan, de sorte que tous les plans perpen- 
diculaires au plan du tableau ont leurs lignes de concours passant 
par le point de fuite. 

758. Lorsque le plan P est parallèle au tableau, l'angle a est 
nul, A : sin. * = x; la perspective du plan P n'a pas de limites, 
c'est-à-dire qu'elle couvre entièrement le plan du tableau, ce 
qu'il était facile de prévoir. 
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MISE DTN POINT EN PERSPECTIVE. 

7S9. Poar mettre an point en perspective il faat connaître 
les projections de ce point et du point de vue, et la trace hori- 
zontale du tableaOi oa, ce qui revient an même, les distances du 
point et du point de vue, à trois plans, dont deux sont perpendi- 
culaires au troisième. 

700. Les principes sur lesquels repose la solution de ce prç^ 
blême sont les suivants : 1^ Qtuind un point se trouve sur une 
droite, sa perspective est sur celle de cette droite. ^ Quand deux 
droites se coupent^ la perspective de leur intersection est le point aii 
se coupent leurs perspectives. 

761. Pour mettre un point en perspective, on construit les 
perspectives de deux droites passant par ce points qui a pour pers^ 
pective le point oà se coupent ces perspectives. 

799. Afin de vérifier la solution, on met ordinairement en 
perspective une troisième droite passant par ce point. Si la pers- 
pective de cette droite passe par la perspective du point déjà 
trouvée, celle-ci est exacte. 

IftS. Le choix des deux droites auxiliaires constitue la mé- 
thode employée dans les constructions. Parmi ces méthodes, il y 
en a trois qui sont plus fréquemment employées et qui suffisent 
dans tous les cas : 

i"^ La méthode générale ou des coordonnées, où Ton emploie la 
verticale et la parallèle au pied du tableau passant par le point 
donné ; 

2* La méthode des points de distance, où Ton emploie les deux 
horizontales à 45«, passant par le point donné ; 

3^ La mâhode des échelles, où Ton se sert des distances du point 
à trois plans perpendiculaires entre eux. 

704. Méthode des coordonnées. Fig. 585. Soient ho, vo les pro- 
jections du point de vue; AT, la trace horizontale du tableau; 

SI 
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A la projection horizontale da point de faite; %m, vm les projec- 
tions da point à mettre en perspective; hm'j vm' sont les projec- 
tions da point où la droite om perce le tableau, et conséqaemment 
de la perspective demandée. 

Le plan vertical passant par le point de vuq et le point donné 
coupe le tableau suivant une verticale ayant pour pied le point 
hm\ et qui est la perspective de la verticale passant par le point 
m. Pour mettre cette verticale en perspective, il suffit de porter 
la distance khfn\ dans le même sens, sur le pied du tableau en 
Ap (fig. 586), et de mener la verticale du tableau partant de ce 
point. 

La perspective^de la parallèle au pied du tableau, passant par 
le point donné, est une horizontale du tableau, et il suffit d'en 
connaître la hauteur pour la construire. Or, cette hauteur est 
précisément la distance de vmf à la ligne de terre ; on porte donc 
cette distance en pm' sur la verticale construite, on a ainsi en 
. m' la perspective demandée et Ton ne construit Thorizontale du 
tableau passant par ce point que quand elle est nécessaire pour 
d'autres opérations subséquentes. En rapportant le point m' aux 
droites AB et AF comme axes des coordonnées, Ap est Tabcisse 
eipm' l'ordonnée de m% c^est pourquoi ce procédé a pris le nom 
de méthode des coordonnées, 

96ft. Ce procédé se simplifie beaucoup quand le plan du 
tableau est perpendiculaire à la ligne de terre, comme dans la 
figure 587, car alors toutes les projections verticales des points 
du tableau se trouvent sur la trace verticale du plan du tableau, 
et Ton ne doit pas construire la droite htn\ vm\ En outre, en 
attachant des fils aux points ho et vo, on ne doit pas tracer les 
droites %o, hm ; vo, vm. C'est ainsi que la croix, représentée 
(fig. 587), a été mise en perspective (fig. 588). 

Y66. MMode des points de distance. Cette méthode exige l'em- 
ploi de trois droites : l^.La perpendiculaire au plan du tableau, 
et ^ les horizontales à 45% passant par le point que Ton veut met- 
tre en perspective, et le problème consiste à trouver les pieds dé 
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ces droites. Ces pieds sont sar une même horizontale, dont la 

m 

hauteur est égale à celle du point. 

Fig. 585. Ou prend donc la distance do vm à la ligne de terre 
et Ton mène à cette distance du pied du tableau, dans le même 
sens une horizontale. On mène de hm une droite perpendiculaire 
à hTj la distance du pied de cette perpendiculaire au point A est 
la distance du pied de la perpendiculaire au tableau, à la droite 
AF du tableau (fig. 586)'; on porte cette distance en Ag' sar le 
pied du tableau et on oblient le point q en menant q'q perpendi- 
culaire à AB. En joignant le point q au point F, on a la perspec- 
tive de la perpendiculaire menée au tableau par le point m. 

Les pieds des horizontales à 45"* passant par le point m se trou- 
vent sur rhorizontale du tableau passant par le point q à des dis- 
tances de ce point gr, qr' égales à hq, hr;hqj hr' égales à Am, hq. 
On prend donc la distance hm^ hq et on la porte sur le tableau 
en jretgr'. On joint les points r, r', celui qui est à droite au 
point de distance de gauche, et celui qui est à gauche, au point 
de distance de droite, et l'on a les perspectives des horizontales à 
45« passant par le point m. Les trois perspectives construites doi- 
ventse couper en un mème'point qui est la perspective du pointât. 

967. Cette méthode est commode pour mettre en perspective 
les points situés dans le plan horizontal, mais elle est trop com- 
pliquée pour les autres. On ne construit pas les droites 9F, rH, 
r'H, on attache des fils aux points H et F, on tend ces fils et l'on 
pointe le point où ils se coupent. Les fig. 589 et 590, donnant le 
plan et la perspective d'un parquet, présentent un exemple remar- 
quable comme application de cette méthode. 

968. Les opérations que nous avons indiquées jusqu'ici sup- 
posent implicitement que l'épure de l'objet que Ton veut repré- 
senter est exécutée en véritable grandeur, mais il n'en est pas 
couvent ainsi. Ordinairement les épures sont faites à une échelle 
plus ou moins réduite, et les mesures prises sur cette épure doi- 
vent être ramenées à leur vraie grandeur pour être portées sur 
le tableau. 
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769. Cette rectiGcation est inévitable pour les distances Xhm\ 
vmx (fig. 585), employées dans la méthode des coordonnées, et 
pour la distance hm hq employée dans la méthode des points de 
distance, mais elle peut être évitée pour les distances hq^ hr. 

Fig. 591. Soit H le point de'distance de droite et r' le pied de 
l'horizontale à 45% passant par le point m et s'avançant vers la 
droite, m' la perspective du points. Menons une droite HV pas- 
sant par le point m'. On a Fw' : m'q = FH : jr' : = FH' : jr". 

En réduisant donc les distances FH et qr' dans le même rap- 
port, la droite HV" joignant leurs extrémités passe néanmoins 
par le point m' et peut servir à le déterminer. Or, ces distances 
sont réduites dans le même rapport sur Tépure, on les porte 
donc telles qu'elles sont de Tépure sur le tableau, et les points 
H', ainsi obtenus et remplaçant les points de distance et aux- 
quels on attache les fils, sont appelés faux points de distance. Ils 
permettent d'effectuer les opérations sans sortir du tableau, ce 
qui est très-important, car le tableau devrait avoir des dimen- 
sions exagérées et ne servant qu'à la construction de la perspec- 
tive, si l'on ne pouvait employer que les vrais points de dis- 
tance. 

790. Méthode des échelles. Cette méthode permet de mettre en 
perspective un objet qui n'est pas représeîité par des projections 
orthogonales, mais dont on connaît les dimensions rapportées à 
trois plans perpendiculairejs entre eux, car il suffit de connaître 
les distances d'un point à ces trois plans pour mettre ce point 
en perspective. Ces trois plans des coordonnées sont : !• le plan 
horizontal, passant par le pied du tableau, que l'on suppose tou- 
jours posé sur le sol ou prolongé jusqu'au sol ; 2« le plan per- 
pendiculaire au tableau et passant par le bord de gauche de ce 
tableau; 3^ le plan du tableau lui-même. 

Les distances au plan horizontal sont parallèles au bord de 
gauche du tableau, el on les mesure sur ce bord qui est VéchelU 
des hauteurs. 

Les distances au plan passant par le bord de gauche du tableau, 



— 325 — 

sont parallèles aa pied du tableau et se mesurent sur ce pied qui 
est V échelle de front. 

On porte les mesures en vraie'grandeur^sur ces deux premiè- 
res échelles (742.2**). 

L^s distances au plan du tableau sont ["parallèles à Tintersec* 
tion des deux autres plans, et se mesurent sur la perspective de 
cette intersection y qui est appelée {'échelle de fuite. Mais les lon- 
gueurs sur cette ^échelle suivent la loi 

pd 



(d+«_l)(d4.n) 



démontrée au n^ 743 et doivent être préalablement calculées au 
moyen de cette formule ou construites par le procédé faisant 
l'objet du n"* 745 et de la figure 580. Il faut donc connaître la po- 
sition du point de vue relativement aux trois plans des coordon- 
nées, et fixer, en conséquence, la position du point de fuite sur 
le tableau. 

rtt. Fig. 592. Soit : BAH le plan du tableau; BAF, le plan 
horizontal; HAF, le plan perpendiculaire au tableau et passant 
par le bord de gauche du tableau. Soit M le point à mettre en 
perspective; menons MR, MP, MQ, les distances de ce point aux 
plans BAH, BAF, HAF. Supposons achevé le parai lélipipède 
rectangle PMQQ'RR'AS. Soit (fig. 593) HABH' le tableau sur 
lequel on a marqué la position E du point de fuite. 

On prend sur Téchelle de fuite, que l'on a dressée sur un pa- 
pier à part, la longueur qui exprime la distance MR, et on la 
porte en kgl sur AF (fig. 593); par Texlrémité $ de cette distance 
on mène une verticale et une horizontale. 

On porte ensuite les distances MP et MQ en kr' et A^ sur le 
tableau, on achève le rectangle ksrr'\ on joint sF, rF rF, on a 
ainsi les perspectives des perpendiculaires en ^, r, r' au plan du 
tableau; parle point $ où la droite ^F coupe la verticale passant 
par q\ on mène une horizontale, et par le pointi> où Thorizontale 
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parlant de g' coupe /F, on mène une verlicale. Les deux der- 
nières droites construites se coupent sur ia droite rF en un point 
m qui est la perspective du point M et la figure Asrr'gmp^ n'est 
pas antre chose que la perspective du parallélipipède ASRR'QMP(y. 
A la rigueur, on peut se dispenser de construire les droites 
sr^ rr\ rF qui ne servent qu'à vérifier si les deux droites jm et 
qm ont été bien construites. 

179. Les dimensions des objets que Ton représente sont en 
général beaucoup plus grandes que celles du tableau; pour por- 
1er les distances réelles sur les échelles de front et des hauteurs, 
on devrait très souvent s'éloigner tellement du point A dans le 
plan du tableau, qu'il serait impossible de réaliser la construc- 
tion; on élude cette difficulté en employant des échelles de front 
et des hauteurs réduites. 

Supposons que l'on veuille employer des échelles réduites au 
^eme (gg. 594]^ qu prend a¥ égale à AF: n. Au point a on mène 
les parallèles àhetabk AH et AB et c'est sur ces deux droites 
qu'on porte les distances réduites au n% car on a 

AF: aF = AR : ar 8= n : 1 d'où ar «= AR: n. 

V13. Afin d'éviter de construire au crayon les droites sF rF, 
(fig. S93), on attache un fil très fin au ppint F et on le tend suc- 
cessivement en le faisant passer par les points rV,en pointant les 
endroits où il coupe la verticale et Thorizontale passant par le 
point q\ 

Mise d'une droite en perspeetlve. 

114. La perspective d'une ligne droite étant une droite, 
sauf pour celles qui passent piar le point de vue, pour la cons- 
truire il suffit de connaître les perspectives de deux points de 
cette droite. Naturellement on choisit pour ces deux points ceux 
qui sont les plus faciles à mettre en perspective; ce sont ceux où 
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la droite perce le plan da tableau et les plans passant par le 
point de vue et les bords verticaux du tableau. 

Lorsque plusieurs droites sont parallèles, il est important d'en 
déterminer le point de concours, car lorsque ce point est acces- 
sible, puisqu'il appartient à la perspective de chacune de ces 
droites, il suffit de mettre un second point de chacune d'elles 
pour la mettre en perspective. 



Mise d'un poljgone en perspeetive» 

97ft. Pour construire la perspective d'un polygone» il suffit 
d'en mettre les sommets en perspective, mais souvent il est pré- 
férable de prolonger les côtés de ce polygone et de mettre les 
droites ainsi obtenues en perspective en profitant des points 
où elles percent le tableau ou l'un des plans passant par le 
point de vue ou Tun des bords du tableau. (Voyez lés fig. 595 
et 596.) 



Mise d'une courbe en perspective. 

91B. On inscrit ou l'on circonscrit à cette courbe un pply* 
gone que Ton met en perspective, ensuite on circonscrit pu Fon 
inscrit une courbe à la perspective de ce polygone. Gela revient 
à mettre en perspective un certain nombre de points de cette 
courbe (fig. 589, 590, 595 et 596). 

m. Quand les courbes sont iirrégulières et situées dans le 
plan horizontal, on partage ce plan en carrés par deux systèmes 
de droites que l'on met en perspective. On marque ensuite 
approximativement les perspectives des points ou ces droites 
coupent ces courbes. Ces droites constituent ce qu'on appelle 
un treillis. 
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Mise d'an polyèdre en perspectiTe. 

178. Pour représenter un polyèdre, on construit les perspec- 
tives de toutes les faces visibles. Avec un peu d'habitude, con- 
naissant la position du polyèdre et celle du point de vue*, on peut 
discerner les sommets visibles, même lorsque le polyèdre n'est 
pas mis en projection. 

999. Il est convenable de commencer par mettre en pers- 
pective la projection horizontale des polyèdres ou de Tensemble 
de polyèdres que Ton veut représenter. Cette perspective prépa- 
ratoire facilite les opérations, car elle permet de se faire une 
première idée assez exacte de Tensemble que Ton veut repré- 
senter. 

Kise d'nn corps rond on perspective. 

780. Quelle que soit la méthode de perspective que l'on se 
propose d'employer pour représenter un corps rond, il faut tou- 
jours projeter ce corps sur deux plans orthogonaux, afin d'en 
déterminer le contour apparent pour le point de vue choisi et 
également projeté. On met ensuite ce contour apparent en pers- 
pective; sa perspective est la limite de la perspective du corps et 
contient les perspectives des points visibles sur lesquels on veut 
attirer l'attention. 



Choix du point de Tue. 

781. Le choix du point de vue, de la position du tableau, 
repose sur des considérations artistiques et physiologiques qui 
sont entièrement en dehors de notre domaine, et nous ne nous 
en occuperons pas. Nous ferons seulement remarquer que lors- 
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qa'il s*agit d'an édifice ott d'ane machine, il existe toujoars des 
positions que Ton occupera en quelque sorte forcément pour les 
regarder» et que ces positions devront toujours être choisies 
comme points de vue. 

Inconvénients de la perspective rigoureuse. 

1S9. Nous appellerons perspective rigoureuse, celle qui est 
contruite avec exactitude pour un point de vue déterminé et 
vue par un seul œil placé en ce point, le tableau étant censé oc- 
cuper la même position que pendant l'exécution de cette 
perspective. 

983. Cette perspective est beaucoup plus difficile à construire 
que deux projections orthogonales. Les dimensions, même dans 
une seule direction, sont altérées d'une manière variable et sui- 
vant des lois très compliquées. Pour les retrouver, il faudrait 
exécuter un travail aussi pénible que celui qui était nécessaire 
pour construire la perspective elle-même. Il faudrait en outre 
que le tableau portât d'une manière bien explicite le point de 
fuite et les points de distance, mais par suite de considérations 
reposant sur l'optique physiologique, le point de vue doit être 
placé à une distance du tableau ayant au moins trois fois la 
largeur de ce tableau. Il ne peut donc contenir les points de dis- 
tance, et Ton n'indique pas le point de fuite qui tout seul ne 
conduit à rien. Une perspective rigoureuse ne peut donc donner 
une idée que de la forme et de la position d'un objet, ou d'un en- 
semble d'objets. Oa devrait, pour la regarder de manière à ce 
qu'elle fit illusion, avoir un œil placé exactement au point de 
vue, et fermer l'autre, ce qui n'a lieu que quand on la voit par 
un petit trou percé dans un écran opaque. A moins donc qu'on 
ne soit forcé à le faire autrement, on examine un dessin avec les 
deux yeux, et loin de se placer au point duquel il devrait être 
vu, on se place successivement en face des parties que l'on veut 
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étudier avec plas d'atteDtion, et cela saffit, car le phénomêûe de 
la vision repose sur ce fait remarquable, que Ton parvient à obtenir 
une notion exacte en combinant des notions inexactes. Chaque 
aspect d'un objet nous le fait voir sous une forme différente et 
c'est en combinant ces formes apparentes qui sont toujours une 
altération de la forme réelle que nous parvenons à connaître 
celle-ci. Mais alors des perspectives construites avec plus de fa- 
cilité et altérant les dimensions suivant des lois très simples, 
peuvent produire le même effet, et Ton a été porté à chercher et 
à employer de ces perspectives plus faciles à construire et aux- 
quelles on a donné le]nom de perspectives rapides. 
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DES PERSPECTIVES RAPIDES. 

784. Les perspectives rapides ne diffèrent des rigoareuses 
que parce que leur point de vue est à l'infini et que par suite les 
rayons lumineux qai y arrivent de l'objet ou du àibleau sont 
parallèles entre eux, ce qui entraine régalilé des perspectives 
des portions égales d'une même droite ou de droites parallèles 
entre elles. 

18ft. Elles ne peuvent jamais être examinées du point de vue 
pour lequel on les a construites, mais en les regardant d'un peu 
loin dans la direction des rayons lumineux, elles peuvent pro- 
duire les mêmes illusions que si elles étaient rigoureuses. 

786. Les rayons lumineux peuvent être obliques ou perpen- 
diculaires au plan du tableau, d'où deux genres de perspectives 
rapides : la perspective cavalière et la perspective axonométrique. 

787. Dans tous les cas, le tableau doit être placé de telle 
manière que les verticales au point de vue physique soient re- 
présentées par des verticales du tableau. 



De la perspective cavalière. 

788. Pour la perspective cavalière, le tableau est vertical et 

parallèle à l'une des dimensions horizontales, ordinairement la 

plus grande, de sorte que ces deux dimensions conservent leur 
grandeur; quant à celle qui est perpendiculaire au tableau, 

elle peut conserver sa grandeur , être réduite ou amplifiée à 

volonté. 

Fig. 597. Soit un parallélipipède rectangle ayant pour projection 

liorizontale àbfe et pour projection verticale abcd. Supposons les 

rayons lumineux parallèles à la droite L et le point de vue situé 
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à Tinfini dans la direction de la flèche. Le point e aara pour 
perspective e'; le point f^ f et la figure àbfhgd seront la perspec- 
tive du parallélipipède. La dimension ae^ perpendiculaire au ta- 
bleau, est représentée par ae^^ mais dans Tespace le triangle eaef 
est rectangle en a, et Tangle en e' est égal à a, Tangle que forme 
les rayons lumineux avec le plan du tableau, de sorte que l'on 
peut poser : 

ae' = ac, cotang. «. 

Conséquemment : quand « est < 45'' aef est > o^; 

» jt j = 450 ae' > = ae; 

et > a > > 4o® oe' » < ae. 



989. Quand les dimensions perpendiculaires au tableau sont 
petites relativement aux deux autres, on ne les altère pas et quel- 
quefois on les amplifie. Lorsqu'elles sont de même grandeur à 
peu près, on les réduit de moitié, du tiers, etc., mais toujours 
suivant un rapport très simple. Toutes les figures en perspective 
employées jusqu'ici appartiennent à la perspective cavalière, et 
les dimensions perpendiculaires au tableau, ou ce qu'on nomme 
encore l'échelle de fuite, ont été réduites de moitié. 

100. La direction des rayons lumineux est complètement 
arbitraire et ne dépend que des faces de Tobjet que Ton propose 
de faire voir, en un mot, le point de vue peut être pris en un point 
quelconque au-dessus de l'horizon, et parfois il est bon de le 
prendre plus bas que l'objet. La planche XXXIII contient aux 
angles les perspectives d'un même cube vu de quatre points dif- 
férents, lel*' (fig. 598) est vu d'un point plus bas adroite ; 
leS^" (fig. 599) » > » à gauche; 

Ie3<> (fig. 600) » » haut > 

le 4^ (fig. 601) > » > adroite; 

et l'échelle de fuite réduite de moitié. 
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191. Pour regarder une perspecliye cavalière, on place le 
tableau verticalement et Ton s'éloigne en montant ou en descen- 
dant, suivant la direction des rayons lumineux qui est toujours 
facile à trouver quand on connaît le rapport qui existe entre la 
longueur des perpendiculaires au plan du tableau, et celle de 
leurs perspectives. 

La fig. 602 est la perspective cavalière d'une croix, Téchelle 
de fuite est réduite à moitié. 

La fig. 603 montre la forme dés deux pièces constituant une 
enture à mi-bois en queue d'hironde, beaucoup mieux que ne le 
feraient quatre ou cinq projections orthogonales. L'échelle de 
fuite n'est pas altérée. 



Des perspectives axonométrlques. 

70!t. Une perspective axonométrique est une projection or- 
thogonale sur un plan oblique aux trois dimensions principales 
de l'objet représenté, et conséquemment incliné sur l'horizon ; 
c'est ce qu'on nomme des vues à vol d'oiseau. 

193. Soit un trièdre trirectangle sàbc (fig. 604), dont une des 
arêtes est verticale et les deux autres horizontales, coupé par un 
plan oMe^ suivant le triangle ahc. C'est sur ce plan que l'on pro- 
jette tous les points de l'objet et qui sert de tableau. Soit s' la 
projection du point s, as^ bs' seront les projections des deux arêtes 
horizontales et seront les axes des longueurs et des largeurs ; 
es' sera la projection et par suite l'axe des hauteurs. Le bord in- 
férieur et le bord supérieur du tableau doivent être perpendicu- 
laires à c^'. 

994. Soit X l'angle de $c avec le plan abc 
> y > sa 1^ » » 

et»jer» 5&» »i^ 

Chaque unité de longueur d*une verticale sera projetée sur le 
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tableau suivant aoe longueur-scos. x (60); de sorte que Téchelle 
des hauteurs est égale à ce cosinus. On trouverait facilement que 
réchelie des droites parallèles à m serait égale à cos. y^etquccos.^ 
serait celle des droites parallèles à sh. 

195. On démontre facilement que la somme des carrés des 
cosinus des angles que fait une des diagonales avec les trois di^ 
mensioQs d*un parallélipipède rectangle est égale à l'unité, ce 
qu'on exprime en d'autres termes en disant que la sommé des 
carrés des eosini^ des angles que forme une droite avec trois 
axes rectangulaires est égale à Vunité. On a donc : 

(cos. css') * 4" (cos. ass)* -{- (cos. bss')* «= 1 

Hais les triangles cs's^ as's, bs's étant rectangles en s' 

cos. css' «sa sin. x; cos. assf ^=^ sin. y; cos. bss' = sin. 5 

Conséquemment : sin.'x + sin.V -j- sin.^js = 1 

On sait que s\n}x -f- cos.*jc J 

+ sin-V + cos-V 1 = 3 
4" sîn.'iJ -}- cos.*j» ) 
et l'on conclut que cos.*a; + cos.V + cos.'» = 2 

c'est à dire que la somme des carrés des échelles cCune perspective 
axonomètrique est égale à deux. 

Ces trois échelles ne sont donc pas arbitraires, puisque la 
troisième est déterminée aussitôt qu'on a fixé les deux autres. 

lOO. Ordinairement on se donne les directions des axes, et 
(fig. ^605) l'on construit les échelles relatives à ces directions. 
Soit : sc^ say sb ces directions sur le plan du tableau ; prenons 
pour second plan de projection un plan perpendiculaire au ta- 
bleau et parallèle aux hauteurs dont l'axe est se. On construit 
sur ce second plan les projections des arêtes du trièdre trirec- 
tangle ayant pour projections sur le tableau se, sa et sb (238), 
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l'unité de longueur. On détermine ensuite les projections sur le 
tableau des points situés sur les arêtes de ce trièdre à une dis- 
tance du sommet égale à l'unité de longueur (233). Sur chaque 
direction» la distance de la projection trouvée à celle du sommet, 
est une division de l'échelle correspondante. 

90V. Lorsqu^on se donne les échelles, pour construire la di- 
rection des axes, il faut se rappeler que celle des hauteurs esl 
toujours connue puisque c'est une verticale du tableau. On trace 
cette direction se, on prend le plan vertical parallèle à cette 
droite, et on se donne la projection verticale va du sommet du 
trièdre déterminé par les axes. On projette la première division 
de l'échelle des hauteurs en 01 sur la ligne de terre, on construit 
le triangle rectangle oi5, ayant pour base la longueur de cette divi- 
sion et dont l'hypoténuse Iz est égale à l'unité de longueur; par le 
point t?5 on mène une parallèle kzlj c'est la projection verticale de 
l'arête se. La perpendiculaire sva à vsve^ la projection verticale 
des arêtes sa^ sb. 

On porte sur la ligne de terre en oV. une division de l'échelle 
correspondant à sa. On construit le triangle iW, de manière que 
i V soit encore égal à l'unité; on mène vsa' parallèle à g'V; du 
point s comme centre, avec un rayon égal à oa\ on décrit un arc 
de cercle qui coupe en a la perpendiculaire menée par va à la 
ligne de terre. La droite sa est la deuxième direction. Quant à 
la troisième, elle est perpendiculaire à la droite ca (237). Comme 
vérification, on peut déterminer le point & comme on a déterminé 
le point a. 

198. Quand les trois échelles sont inégales, la perspective est 
anisatnétrique. Quand il y en a deux égales, elle est manodimé'^ 
trique^ et lorsqu'elles sont toutes les troià égales et que consé- 
quemment les trois dimensions sont également inclinées sur le 
tableau, la perspective est isométrique. 

999. Lorsque la perspective est isométrique, les angles x^y,z 
formés par les dimensions avec le tableau étant égaux, on a 
3 cos.'a: = d'où cosur— V^^. Non-seulement il n'y a qu'une 
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échelle, mais il est facile de troaver celles de toutes les direc- 
tions isométriques. 

800. On nomme plans iqpmétriques ceux qui sont parallèles à 
deux des dimensions principales, c'est-à-dire à une des faces du 
trièdre sàbc; il y en a donc trois systèmes. On nomme lignes iso- 
métriques les droites situées dans ces plans. 

801. Fig. 606. Décrivons une demi-circonférence ayant son 
centre o et son diamètre sur un côté ab du triangle équilatéral 
àbc^ et pour rayon l'unité; supposons que cette demi-circonférence 
tourne autour de a( jusqu'à ce qu'elle soit dans le plan de la face 
sab du trièdre trirectangle construit sur abc^ et projetons-la sur 
le plan de ce triangle, nous aurons une ellipse dont chaque rayon 
sera une division de Téchelle correspondante aux droites dont les 
projections sont parallèles à ce rayon. Cotte ellipse est ce qu'on 
nomme un rapporteur isomârique. En la plaçant successivement 
sur les trois côtés abe, ac^ bc^ on obtient les échelles de toutes les 
lignes isométriques possibles. 

SOS. La perspective isométrique est la plus employée. La 
fig. 607 est celle de l'escalier représenté en projections orthogo- 
nales (fig. S65). Quand on n^emploie pas le rapporteur isomé- 
trique, on peut conserver les longueurs des dimensions princi- 
pales. Cela revient à supposer l'objet représenté un peu plus 
grand qu'il n'est. 

803. Pour qu'une perspective axonométrique fasse illusion, 
il faut placer le tableau dans la position qu'il devait occuper pour 
recevoir cette perspective, et le regarder d'assez loin pour que 
les rayons lumineux qui en arrivent à Tœil soient sensiblement 
perpendiculaires au plan de ce tableau. 
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215. c. Les deux plans ont leurs traces horizontales parallèles et a . per- 
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